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“ 复 变 阔 数 论 ” 这 门 课程 的 基础 是 数学 分 析 . 

根据 国家 的 统一 散 学 计划 ， 这 门 课程 是 数学 专业 的 基础 课 ， 世 
古 必修 课 。 它 研究 的 对 象 是 解析 孟 数 一 一 一 种 特殊 的 复 变 沙 数 类 ， 
所 以 也 称 为 解析 函数 论 。 数 学 里 专门 研究 函数 的 领域 称 为 分 析 一 一 
它 以 变量 间 的 依 束 关系 作为 自己 的 对 浓 。 单 复 资 函数 论 (简称 函数 
论 ) 和 和 数学 人 邹 析 ( 微 积 分 ) 、 和 给 分 方程 、 微 分 几何 年 ， 部 是 分 斩 这 
个 领域 的 重要 组 成 部 分 ， 因 此 复 变 函数 论 艾 称 复 分 析 ， 它 在 初期 是 
实 变 函数 分 析 在 复 歼 域 的 推广 ， 它 的 基本 概念 如 函 圾 、 回 限 、 坊 
继 、 叶 数 等 等 ， 在 形式 上 与 数学 分 析 里 的 相应 概念 相 类 仪 、 在 推广 
的 讨 程 中 有 所 发 展 ， 到 十 九 世 纪 中 叶 ， 肖 步 形成 了 数学 里 分 析 领 域 
重要 分 枝 ， 

这 门 课程 。 不 但 数学 专业 必 读 ， 其 他 如 物理 以 及 工科 等 各 有 关 
专业 ， 都 要 程度 不 同 地 涉及 其 中 的 某 些 内 容 。 特 别 是 复 变 函数 论 的 
理论 和 方法 ， 在 流体 力学 ， 空 气动 为 年、 弹性 理论 、 电磁 学 等 物理 
和 工程 技术 和 省 学 科 中 ， 都 有 广泛 的 应 用 ， 并 是 解决 有 头 问题 的 有 力 
工具 ， 

根据 1980 年 教育 部 颁发 的 关于 “ 复 变 冰 数 论 教学 大 网 ， 其 主 
要 兴 容 为 复 变 函数 的 微 商 .积分 .级 数 、 留 数理 论 , 共 形 隐 射 .解析 天 
拓 和 黎 曼 曲面 等 。 这 些 内 容 著 本 上 是 围绕 工 .Eulet, A.L.Cauchy, 
以 及 后 来 的 P, GG,L. Dirichiet, K, Weierstrass, GG,F,B.Ricmann 
等 人 的 工作 ， 和 解析 通 数 的 特征 性 质 展 开 的 。 这 些 内 容 尽 管 症 较 十 
典 的 ， 但 是 又 是 最 基本 的 理论 和 方法 ,这 对 于 我 们 加 深 数 学 修养 , 增 


一 ] es 


强 数 学 工作 和 能力 ， 显 执 是 必须 的 为 学 习 后 继 课 程 ， 目 学 和 钻研 一 
些 有 关 问 题 ， 打 下 父 要 的 项 型 。 

本 书 除 了 一 此 必 备 的 基础 知识 分 ， 还 适当 地 纳入 了 某 些 现代 的 
内 容 ， 指 出 了 茶 些 新 发 展 的 方向 ， 这 对 于 巩固 和 加 深 基 础 知识 。 扩 
大 上 服务， 了 解 发 展 趋 其 ， 培 养 能力 息 有 将 风 。 

本 韦 中 带 * 号 的 内 容 ， 如 时 间 紧 ， 可 以 省 略 或 狂 读 。 

书 中 第 一 章 主 要 是 基本 概念 ， 着 重 讨 论 了 复数 的 性 质 和 运算 法 
则 ， 以 肥 复 变 函 效 的 函数 、 极 了 眼 和 连续 等 颖 念 。 如 果 读 者 对 涩 学 分 
析 有 一 定 基础 ， 交 章 可 以 烤 读 。 第 二 至 六 章 要 求 精读 ， 这 是 本 韦 的 
中 心 ， 它 各 反 晓 了 解析 函数 在 相应 条 件 下 的 特征 ， 如 满 古 4 ,一 及 ， 
方程 ， 可 以 用 多 项 式 毅 近 ， 沿 闭路 积分 为 零 ， 展 开 成 堪 级 数 ， 钾 数 
定理 ， 共 形 虹 射 等 七、 太 、 洲 三 章 可 以 作为 一 般 的 学 习 和 和 要求， 
但 也 要 了 解 其 主要 间 题 、 轧 路 和 方法 ， 

我 们 针对 自学 这 个 特点 ， 较 多 地 安排 了 一 定数 量 的 例题 和 习 
题 , 以 及 解答 .我 们 认为 例题 和 可 题 是 情 助 读者 深刻 理解 概念 、 定 理 ， 
这 和 运 和 计算 问题 ， 获 取 忆 考 方法 等 ， 必 不 可 少 的 内 容 。 因 之 要 求 读 
者 ， 在 读 完 章节 之 后 ， 一 定 要 阅读 例题 ， 选 作 习 题 〈 趟 要 求全 作 )， 
村 能 深入 理解 所 学 的 知识 和 问题 的 本 质 。 还 要 从 实际 出 发 ， 循 序 渐 
过 ， 刻 若 钻 研 ， 
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第 一 章 ”复数 和 复 变 函数 


1-1 复数 概念 


真 色 有 前 为 止 , 记 学 过 的 数学 课程 的 一 切 论 证 和 运算 , 基本 上 在 
在 实数 范围 内 进行 的 ， 从 本 门 课程 起 ， 将 得 近 出 实数 范围 而 进入 复 
煞 领 域 。 对 于 某 些 实数 概念 。 尽管 我 们 在 数学 分 析 中 ， 已 掌 习 过 ， 
但 必要 时 仍 将 引入 或 加 以 证 明 。 这 种 重复 还 是 需要 的 ， 

现今 “集合 论 ” 的 观点 的 “统治 ”地 位 ， 是 现代 数学 符 虑 之 
一 ， 在 数学 课 里 包括 中 小 学 数学 课 ， 都 业已 诊 莹 或 应 用 集合 论 的 观 
点 、 博 言 和 记号 ， 本 书 也 将 部 分 地 应 用 ， 例 如 记号 "和 "家 属于， 

“全 ”或 “EE "者 “不 属于 "cc? 表 “ 包 食 于 ”，“U? “fn ”表示 两 
集 台 的 “并 “ 交 ” 等 等 。 其 他 符号 将 随时 由 进 ， 我 们 认为 读者 对 
上 述 记 号 的 意义 已 有 所 了 解 。 因 而 就 不 歼 述 了 ， 

数学 里 讨论 的 对 象 ， 如 民 数 讨论 的 对 每 是 “ 数 "、“ 式 ”， 沁 何 
里 讨论 的 对 象 是 “ 扩 ” 或 “直线 ”等 ， 都 称 为 “元 宗 ” 或 傈 称 为 
元 "由 有 少 多 个 元 素 或 无 穷 儿 个 元 球 所 组 成 的 集体 , 称 有 限 集合 
或 无 穷 集 合 . 

本 章 讨论 的 对 象 主要 是 复数 和 复数 集 。 付 么 是 复数 ， 什 么 是 复 
数 集 ， 它 们 部 有 上 哪些 性 质 。 这 是 本 章 讨论 的 主要 课题 。 另 一 个 课题 
是 讨论 复 变 函数 概念 及 其 某 些 性 质 。 讨 论 复 变 函 数 ， 等 别 是 讨论 一 
种 特殊 的 复 变 函数 类 一 一 解析 函数 美 ， 则 是 全 书 的 任务 ， 木 章 只 引 
入 复 空 痢 数 概念 ， 图 数 的 极限 和 连续 性 ， 


] ， 复 数 及 其 被 认识 的 历史 梗概 
我 们 把 撒 如 


二 
的 数 称 为 复数 z。 其 中 ; 称 为 虚数 单位 ,并 规定 天 = 产 ?= 一 1， 惑 1= 
ww 一 1 《这 里 vw 一 1 表示 它 订 能 取 的 两 个 值 中 的 一 个 ， 莹 通 取 正 
什 ) ; x 与 ? 帮 蚌 任意 的 实数 。 依 次 称 为 % 的 实 部 (Real) 与 虚 部 
(Imaglnaty)。 采 用 Weierfstrass 的 符 续 ， 分 别 表 示 为 

xi 有 eg，》=Tmz， 

例如 ， 复 业 a = +f， 则 本 = 及 ea，1= ITima; 
4 


一 _ 5 】 4 5 WE5 - 
人 9 7 9 则 可 = Rep, 7 [om 


太史 村 概 儿 
远 宪 三 世纪 ,人们 能 解数 字 系 数 的 业 些 :一元 方程 。 但 对 于 x? 二 1 
=0 却 无 办 法 。 原 因 蚌 受 实数 范围 的 限制 ， 直 到 干 六 拱 纪 中 时 ， 意 
大 利 数 学 家 Cardano (发 当 ) 在 解 一 元 三 次 方程 时 得 出 方程 ， 
六 十 六 十 8 二 
的 根 为 
«=I R+Y -S$ -wR, R= 人 + 二 
显然 当 玉 守 0 时 ， 尖 及 为 实数 ， 方 程 有 解 。 但 当 及 <0 时 ， 在 实数 
深 围 内 及 无 意义 ， 了 是 为 突破 实数 范围 的 限制 而 引入 虚数 .不 但 
wR 有 意义 ， 方 积 **+1=0 有 解 ， 并 且 使 数 咸 扩大 。 经 过 不 少 人 的 
努力 ， 使 复数 与 平面 上 的 点 ， 与 物理 同 叮 量 联 系 起 来 ， 复 数 才 在 数 
学 里 巩 图 十 玉 ， 从 此 数学 也 进入 了 新 的 阶 和 发。 在 十 八 世 纪 ， Eulect 
( 欧 科 ) 在 息 的 公式 ， 
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中 ， 首 先导 入 记号 
2. 复数 的 算术 运算 
设 复数 x*=x+ 访 ， 称 x 一 为 % 的 共 秃 复数 。 记 为 5=x 一 落 ， 
把 实数 x+ 媳 称 为 < 的 绝对 值 或 异 (w 取 正 值 ) 把 tg' 称 为 z 


的 辐 角 ， 
”关于 两 个 复数 xa = a+ i 及 B=-c+ di 的 四 则 运算 和 和 相等， 用 下 列 
党 式 来 定义 : 
oP=(at tte+rd) = (tc) + (b+ di 
GZ 月 = (a+bid (e+ di = (ac ~ bdy + {be tad}i, 


afB= a+ bi)/ et di) = 


当 且 促 当 a=， $= dd 时, a =PB, a+bi=etdi. 


$ 12 复数 的 几何 表示 


1， 复 数 平 面 


法 国 数 学 家 Argand ( 阿 刚 ) 在 全 体 复 数 和 淮 标 平 商 于 的 点 之 
间 建 并 起 一 一 对 应 关系 ， 即 令 人 复数 2*=x+ 放 本 开怀 为 (Xx,7) 网 操 相 
对 应 ， 这 个 涓 标 平 珈 称 为 复 平 面 或 
称 ATgand 平 面 ， 亦 称 全 au3$ (高 
斯 ) 平面 ， 用 3 来 表示 ，J， 下旬 
平面 ， 

今后 我 们 对 于 4 的 点 和 数 就 不 
加 人 区别 地 使 用 . 

复数 %=x+J1， 焉 (%,) 也 可 0 
以 开 4, 的 一 个 自由 向 量 0% 米 表 示 到 1'1 


‘ 必 寺 十 #9 


‘如 区 二 了 二 。 它 和 在 负 上 有 蝎 射 影 
为 Ox! jOy， 它们 的 和 等 于 向 量 Ox， 
王 列 不 备 趟 成 立 ， 
- | 让 Rez | ， 
- [| 所 lmz< 2 ， 
把 复数 看 成 是 两 个 向 晤 之 和 ， 
电 符 合 两 个 向 量 的 加 法 运算 ， 这 个 
机 就 是 平行 半边 形 的 对 角 线 0%. 
对 于 其 个 问 量 与 x 了 4,， 差 数 模 
|% 一 关 | 
就 是 2 与 w 两 点 之 辣 的 距离 。 {图 1:2) 
下 列 不 等 式 ， 显 然 成 立 
多 一 这 | 一 | 才 + 抽 < 
其 中 只 有 潜 % 与 ww 共 线 朋 同 方向 时 ， 等 号 才 成 立 ， 
把 复数 表示 成 向 量 , 更 可 以 增加 复数 的 实际 意义 ， 例 如 , 河流 
的 水 流 ， 设 在 短 一 点 (x， 轨 的 速度 为 沪 ， 可 以 写成 复数 形式 为 ， 
”=r ,+i’, 
其 中 ,与 让, 是 这 的 分 速度 。 速度 是 分 速度 之 和 和 ， 


2， 复 数 的 极 坐 标 形式 
许 用 直角 坐标 (x， 轨 与 极 谷 标 (p， 细 之 间 的 对 应 关系 ; 


xX=pcos0, y= pS1nd 


则 P= xt, 0=tg- 


多 二 十 逆 与 名 = 区 一 入 可 以 分 别 表示 成 极 些 标的 形式 ， 
=X+iy=pcosd + snd), =Pp(cosd — risingd), 
应 用 Euler 公 式 ， 则 得 x 的 指数 类 示 式 ， 
= PKCOSD + ?sin 人 = = peis, R= p(tcost— is1n0) = Pei 
其 让 , p= 对 = | =vV x + 六 是 % 的 模 ，9 与 (~ 办 分 期 称 为 < 与 5 的 


44 oo— 


辑 角 ， 并 分 别 记 沪 站 r 名 % 利 六 ITEE 芝 《站 络 有 起 总 rument 辣 厅 安 )， 
设 $ 是 x 的 辑 角 ， 风 $+2hr (8 为 整数 ) 仍 是 x 的 辑 角 。， 故 Argx= 
$+ 2k7 是 多 位 的 我 们 规定 Argz 的 位 于 (一 zx， 菩 的 值 称 为 让 rgz 的 
主 慑 ， 记 为 arfgxs。 即 一 carg&cT 【或 0 和 2182 工 2x)。 于 十、 
ArgS = 中 T 作 于 十 六 下 站 天 一 站， 去 年， 士 呈 9， 
显然 ， 芋 为 共 希 的 复数 s 与 有 ， 具 在 展 同 的 模 ， 罩 攻 的 平 性 钮 在 
一 个 将 号 ， 纯 
4f 六 车 二 一 2f 们 祁 ， 
避 们 的 儿 何 位 置 ， 对 于 实 轴 为 对 称 ， 而 且 
w xs 有 = |s|, 
洒 5% 为 下 实 轴 上 网点 ，5# 为 正 实 数 ， 则 args = 汉 2 方 负 实 四 小 
鸣 点 ,2 为 负 实 数 , 则 argz 一 5; Ms = 0 时 ， 共 辐 角 拓 去 意义 ， 凤 %.- 0 
古 哇 一 笨 和 条 定义 的 偶数 ， 
应 用 复数 的 指数 形 蕊 《或 极 举 标 形 式 ) ， 出 
各 PCB 站) 《cos 有 1 isint.) 


= ppLcos (0 二 有) jsin th + 0 = pote 


因 (cosd + sind) 
wm io, = fe le = 上 -= 
a= pe dp PCOsd, + cont,) 


frcosth 0) isin(d -0 = 
Ds: F: 


[e122 = jx ea， 
加 
Ys | :| 


Arg(le:%,) = A + 


Arps,, Arg— 和 = TE 一 总 T 记 名 ，， 


这 里 应 考区 为 :村 式 枫 妇 所 网 3 


入 表 鸭 是 同样 的 一 组 值 ， 因 为 万 rgzs 越 多 值 鼠 数 。 (到 13) 万 表 更 
的 是 主 值 arfg%， 
最 然 ， | 中 = 加 | 下 = jz:; vg = 人 


arp (+E) = ArgS + A423 一 arg%— arg%s=0 


3，De Moivyre 公 式 和 复数 的 次 方 根 
设 s= pfcos8 +isin9)，# 蚌 正 整 数 ， 则 


"= Cos + isin0N" = pCOsSAd + isinng). 
称 为 De Moivre { 标 莫 弗 ) 公式 (学 习 指 导 中 证 # 汶 有 盟 数 ) ， 
利用 这 个 公式 ， 腥 数 的 习 方 运算 可 以 施行 。 间 时 开 # 次 方 也 易 
于 学 得 。 即 满足 方程 
小 ”二 守 。 这 天 0 
的 w 称 为 z 的 次 方 根 , 记 为 5=x*， 现 设 
= ptcoOsd+isinD), w=r(cosp + ising) 
于 是 : 
rcosap isSinnd) = PCDSsH 1 1S1n0) 
1 二 Dp， 凶 二 + 2EA， 代 是 整 笋 )》 
因为 ?与 p 都 基于 实数， 


2 WD pr $= (0+2kn), 
其 中 r= + 必 p 是 p 的 正 实 箭 。 因 之 ， 


| 一 一 一 
WA 可 | 全 25 jsin 2 ) 


(上 是 整 烤 ) ， 这 里 的 上 尽管 是 任 意 前 整数， 但 所 得 到 的 w 购 位， 只 
有 # 个 是 后 不 相同 的 要， 它们 是 


一 . .8 
浪 二 十 这 p (Cos + 151n— , 
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它们 的 模 都 是 + 产 p。 邯 都 位 于 以 原点 汶 中 心 ， 半 簿 为 + 多 吕 的 贺 
周 上 。 相 邻 两 根 的 辆 角 的 差 者 是 至。 因此 ， 这 2 个 根 惟 好 拒 回 周 


分 威 ? ‘分 ， 它们 蚌 画 局 的 内 接 正 2 这 形 的 顶点 ， 
a 之 ， 当 多 0 上 周 ， 信 的 TH 个 xz 克 疗 根 六 训 一 和 上 一 0, l, J， "" 
下 一 上 


了 下 _ - 
SL 二 名 十 "Pp (Cost a+ 十 了 731 + an) k=0, 1, 2, 


ev x 一 

你 特殊 情形 下 ， 仆 p=1， 
#4 二 8， 央 %=1 和 的 8 次 方 根 ， 
分 布 在 以 原点 为 中 心 半 答 为 
的 圆周 上 (图 1:4 基 8 个 方 根 
分 布 情况 ) 。 

例 1 让 =1，#=3，+ 
“的 立方 慨 为 : 

ws 


CE x COS + 


isin ,=0,1,2. 
图 1 :和 
这 三 个 方 根 是 
,= 1 w+ 3) wl 3 
一 可 5 4 本 到 


书信 国信 于 蝇 点 为 申 心 ， 兴 和 权 为 1 的 辐 册 本， 相 铝 次 自 的 铝 角 可 其 


Tt 它 和 时 阅 阁 的 内 控 扩 二 骨 上 峭 克 夺 点， 


S$ 43 扩充 的 复数 平 而 


在 全 体 复 数 时 加 洪 称 为 “无 穷 厂 ”, 记 为 守 的 新 元 素 , 对 应 的 是 党 
标 半 面 深 加 了 一 "成 称 为 无 穷 远 点 , 仍 沁 为 co0. 这 个 平面 称 为 扩充 的 揽 
平面 ， 记 为 S$， 即 S = 了 3U {co}，。 我 们 把 与 有 限 复 数 衬 对 应 的 点 秘 
为 有 限 ( 远 ?点 ， 妈 3 上 的 点 ， 


新 泡 过 “cc 参加 运算 ,由 下 多 关系 来 员 主义 ;加 定义 co = 。 ;十 起 


%F co, %+oo=00+%= 000; :00 = oo0:% = 00, 


™ J- - 2 oo - br - 
FO OO0 : oOo. 于， 二 二 小 一 但 下 烈 计 式 无 


我 们 曾 把 复数 胡 示 成 平面 的 点 或 向 曙 ， 有 时 也 用 上 暴 他 几何 方法 
米 走 示 。 球 设 平 面 射 影 变换 是 用 球面 上 的 点 表示 复数 的 又 … 上 几何 方 
法 ， 利 用 这 种 方法 可 以 得 出 8 芍 直 观 模型 ,及 无 穷 远 点 的 几何 意义 ， 
款 而 上 的 早点 (北极 ) 是 ce 的 射 叉 . 

丙 取 网 氏 空间 的 球 南 人 ， 皮 此 方程 为 ， 


A “十 避 ， = ge 


它 的 南 概 是 4 的 腺 点 ， 工 二 4 相 切 于 加 点 “网 1 5) ， 
波 宇 的 中 心 为 0(0.0, 二 )， 球 的 半 欠 为 地 。 北 报 和 N 的 举 标 设 为 


NI0，0，1)， 这 和 全 闪 与 学 面 外 二 的 把 名 =w+ 弛 的 直线 讨 球面 荆 下 
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的 点 SC ，, 
点 民 是 及 :的 .车 
不 同时 ，Z 生 1! 也 未 
上 。 上 友之， 设 人 上 一 
点 ZC( 产 N)， 风 直线 
NZ 必 与 ?平面 林 交 
本 唯一- 的 一 点 sj， 2 
与 2 {都 二 N) 不 同 
上 肝 ,g 与 #5' 岂 水 辣 ， 这 
人 详 ，3。} .的 全 体 有 限 
返点 与 革 上 点 除 NN 外 
部 基 一 一 对 应 的 。 这 
种 一 - :对 应 关系 ， 称 网 1，3 
为 球 极 平 面 射 影 ， 上 
Z 是 x 在 全 的 射影 ，z 是 Z 和 在 平面 9 上 的 射 影 

当 点 x 滑 任 意 一 条 射线 逐渐 离开 原点 向 无 穷 远 点 趋 近 时 ， 2 点 
在 三 上 必 沿 -条 频 线 向 入 点 趋 近 ， 这 祥 ， 扩 充 平 而 S 的 无 穷 远 点 ， 
便 与 号 于 的 NN 点 相对 这 ，NN 就 是 oo 的 射影 。S 上 的 点 与 呈 的 点 使 一 
一 对 应 了 ， 马 上 的 洪 道 与 S$ 上 中 心 为 原点 前 圆周 相对 谋 ， 等 等 ， 我 
们 把 对 称 为 复数 球面 成 Riemann 球面 ， 它 是 8 的 家 观 借 型 ，S. 上 
的 洲 穷 远 点 的 直观 模型 是 N。 扩 充 复 平 面 亦 称 闭 复 平 面 或 邹平 面 ， 
否则 称 为 开 复 平面 或 开平 面 〈《 炙 芭 复 半 面 ) . 

于 曾 得 遇 球 极 毕 簿 射影 的 几 条 称 造 ， 及 其 问 的 基 些 儿 何 图 内 的 
关系 。 现 在 要 求 出 球 极 平面 射影 变换 公式 及 其 性 质 ， 

依 上 面 亡 取 的 囊 怀 ， 的 方程 为 ， 

XI (ss - 地 】 — 二 
人 


(2 ) 


1— x, 《3 1) 
并 且 x 


1 — ~*, 


上 友之， 有 =x ty +1)= (y+ 5)/2(1 + ei), 
X= (N+ y+ 1) 二 《和 一 受 )》/ 28 十 六 更) 《二 
Wy = CX VD xt +1) = (1 + ws). 
这 些 公式 称 为 射影 变换 公式 、 妆 已 知 %=x+ 疗 ， 即 可 确定 时 球 
夺 上 对 应 点 2 的 誉 标 及 问题 之 逆 ， 


了 磷 (1:1) 
1， 试 将 2 21， 5i， a+t ai (4 是 实数 ) 分 别 和 化 成 plcos8 + 
fs18 信 的 形式 ， 
3, 求生 的 实 部 和 虚 部 ， “= “+ 训 


二 上 
3， 解 方程 :+i=0, 
4， 设 = 与 2 肯 为 复数 ， 试 证 ， 
Rerst ww) = Rez+Rew, Im(st+w) = Tm%g+Imyw, 
试 证 ; Cw 十 Av 各 i 生 十 | 交 ，% 二 多 十 郊 ， 
6， 设 (x 一 了/(x 十 闻 ) = 4 二 杂 ， 试 证 ; 4 十 六 =1， 


{ 试 焉 ， { 宅 十 和 类》 "= 


人 太太 全 


8 和英 呈 是 1 的? 次 方 根 ， =0, i, 2 f# 一 1 , 试 证 ， 


‘oT 
ke 


48) 了 十 六 二 站 ?人 任 一 个 
3) 工 填 入 下 干 利 下 十， 十 二 .下 为 下 整数 ,不 是 上 的 倍数 ， 
9， 应 用 De Moivte 人 公式， 证 明 Lagrange 的 两 个 三 角 等 式 ; 


1} DI COskO := sin i B.cossd sin 七， 


2 2 
点 二 局 
/0 
2) 2isink0- Sil 一 sn/ Sn 
王 j 
其 中 设 sin 扣 天 0， 
1] 0 [a EE 上 荆 证 ， 
] | 一 3 | 这 1 2 < 1, lz! < 1 
) Ts | 1: 2) ia 
11, 试 证 : 


|z | 一 4 


1) 人 十 区 有 | x) + lg 2) [gl—%al 闻 


8 1.4 平面 点 集 


1. 某 些 平面 点 集合 与 定理 


在 全体 复数 里 ， 按 照 任意 : “个 规则 选取 有 限 个 或 无 穷 多 个 复数 
就 成 - -个 数 代 合 。 相 纺 地 在 复 平面 里 就 有 一 个 点 集合 ， 今 后 把 点 与 
数 ， 点 集 和 数 集 的 意 交 看 成 一 致 并 不 加 区 别 地 合用， 

烙 学 分 析 里 的 “ 域 ”， 在 一 元 时 就 是 区 间 。 复 灾 阴 数论 里 的 -- 
个 域 是 具有 “二 维 流 形 ”的 平面 点 集 。 这 时 的 线段 或 弧 自 不 能 成 为 
域 , 

在 复 平 面 上 ， 以 某 一 点 56 为 中 心 ，p0 兴 半径 的 圆 疝 “的 内 部 
一 切 点 %， 即 满足 zs 一 | 二 Pp 的 点 x 的 集合 ， 称 为 点 x 的 邻 域 ， 记 为 
Bi，P) = te 一 | DP} 我们 称 集合 4BCzo,， PD) 一 A%06)) = {%:0 
一 的 去 心 铝 域 .有 时 也 把 Bt%, 户 称 汶 以 为 中 心 ， 


半径 为 p 的 图 域 。 站 20 与 二 =- 00 有 时, 分 别称 BC(0,P) -112 

(或 人 人 与 了 oo， 有 R) {zi |%| 守 RRY》 (或 |s| 六 昨 ， 下 是 任意 的 
下 数 ) 交 原 点 与 无 穷 远 点 的 邻 域 ， 从 复数 球面 三 来 大， 无 窒 运 点 的 
邻 咸 就 是 北极 六 的 邻 域 ， 某 个 纬 线 以 北 的 地 区 . 

设 三 是 平面 点 集 , 如 果 z,E EE, 并 有 一 邻 域 BCxop) 忆 B, 称 3% 为 
EE 的 内 点 。 如 果 s 的 菜 - :个 邻 域 内 的 点 部 不 属于 EE， 则 称 % 为 三 的 
征 和 点 。， 加 课 在 sot 七 BE 或 匡 B) 的 每 -个 邻 城 央 ， 友 人 少 有 一 点 护卫 ， 
出 金 少 有 一 点 蔚 E， 称 为 EE 的 界 点 。 EE 的 界 点 全 体 所 组 成 的 集 称 
六 的 边界 ， 有 时 记 为 8E，。 例 如 B00, Pr) 的 边界 3B- {x: |z| =pP} 为 
邮 同 ， 惑 记 为 |z| =P， 

如 果 辐 的 侍 一 邻 域 都 会 有 三 的 无 穷 客人 个 点 , 称 z 为 的 凝聚 点 ， 
旭 果 存在 520 除 吉 让， 了 BCz， 门 不 青 会 有 属 二 瑟 的 点 ， 称 xm 为 二 的 
氢 立 气 ， 

如 果 琴 的 点 帮 是 内 点 ,; 称 匡 为 开 集合 。 如 果 瑟 的 克 案 点 都 EE 
称 互 为 闭 集 合 ， 记 为 三， 如 果 在 平面 ?上 能 凤 一 个 加 域 Bx，p)， 全 
日 -Bzo 让， 则 称 B 为 有 和 界 集 ， 耕 则 称 E 起 无 界 的 ， 这 需 起 说 ， 
对 下 有 界 集 E, 总 有 一 个 正 数 p 存 企 ， 使 EE 二 Bx; ls| <pj 友之 ， 
外 真 。 

让 列 : 个 定理 常用。 数学 分 析 里 已 证 过 ， 

定理 1 (Bolzano-Weierstrass 定理 ) 每 一 :个 有 界 汇 穷 点 集 ， 
侍 少 下 一 个 攻取 避 . 

定理 2 (六 集 僚 定理 ) 设 无 穷 闭 集 列 {Gs}， 至 少 一 个 为 有 界 且 
(二 Con limd (GW =0，(4 居 Gs 的 直径) ， 则 必 有 唯一 的 一 友 
pe{Gy 

定理 3 (Heine-Borel 害 再 ) 没 陪 域 集 {B(x，P)} 为 有 界 闭 集 
巨 的 闭 盖 ， 则 以 {B(xz，P)}》 中 可 选取 有 和 腿 个 圆 城 把 上 覆 讶 住 ， 


2. 区 域 
习 Jordan ( 约 当 ) 曲线 一 jordan 意义 下 的 连续 曲线 ， 


rr ] 3 PP 


我 们 把 依 条 托运 动 点 的 轨 逐 称 为 曲线 ， 便 旭 , 在 平面 上 , 一 条 让 
线 就 是 其 坐标 注 吨 线 丝 方程 的 点 的 轨迹 :图 岗 cx: ,z| = 1}， 虐 是 
县 至 二 (x，2) 满 中 方程 x + 癌 =1 的 点 的 轨迹 ;反之 满足 线性 方程 
ex+ 妈 (4，5,。 是 实数 ) 的 点 (x， 力 的 轨迹 是 直线 ， 满足 方程 
半天 = 的 三 的 轨迹 ， 吏 是 原点 为 中 心 半径 是 工 罗 疗 同 ， 

因 之 ， 平 面团 钱 咒 是 平面 上 人 恢 荣 件 劲 点 的 轨迹 。 或 动 扣 所 经 过 
的 点 所 组 成 的 集合 ， 

Jordan 纵 出 了 好 下 的 定义 ， 

下 员 的 与 殉 (四 部 起 & 近 1 和 8 的 连续 实 隐 数 。 复 半 面 上 的 点 C3, 让， 

人 
有 的 集合 [i 穆 六 中 而 的 连续 曲线 ， 

旭 令 汪 =Y#+zi 则 连续 曲线 寺 澜 为 ; 

L: zg=F = tid, ot, . 
称 点 {0D)，()) 为 三 的 起 点 | (8 人 由 ， 六 有) 为 工 的 终点 。 超 起 
各 终点 重合 的 连续 曲线 称 为 闭 曲 线 。 当 的 两 个 数值 不 同时 ( 除 a,8 
外 ) ， 对 应 地 曲线 上 的 两 个 虚 也 不 相 问 时 ， 称 上 为 无 重 吕 。 这 桩 的 
曲线 称 Jordan 明 钱 ( 弧 ) 或 简单 缀 。 问 点 重合 的 jordan 有 曲线 称 
简单 闭 曲线 。 关 于 篇 单 弧 和 简单 逆 曲 线 ， 也 晤 以 定 尖 浪 ， 与 闭 区 间 
[0， 丘 的 点 一 一 对 应 的 点 的 党 合 ， 与 图 周 的 点 一 一 对 应 的 后 的 集 
合 ， 分 别称 汽 简 单 驱 和 简单 闭 曲 线 。 它 们 痢 是 双方 连续 的 ， 政 如 ， 
z=CoOst tisinf， 0<te2r 为 简单 闭 时 线 ， 当 上 = 0f= 2 有 时， =1 

Jordaa 关 于 时 线 的 定义 和 人 们 对 于 曲线 的 观念 是 - 臻 的。 事实 
上 上 上， 把 瑚 焉 其 中间，= 肌 与 了 = 臣 表示 着 在 Sa， 站 的 -自杀 
间 的 瞩 时 如 点， 于 点 (x， 加 在 平面 里 变动 时 的 你 由， 

说 曲线 x 工人 日 ，asiS 记 有 一 定 的 长 度 则 称 其 为 可 求 长 的 . 

站 DD 与 0) 在 iE [KM， 户 时， 有 连续 的 一 阶 导 数 辣 (中 与 风 人 (人 
存在 ， 且 多 人 + 二 天 0 ( 即 上 曲线 大连 续 变 化 的 切线 ) ， 称 此 曲线 
为 光滑 曲线 ， 

数学 分 析 蛙 ， 一 条 光 诊 曲 银 是 可 有 求 长 的 。 它 的 长 度 可 出 会 式 


, 
jv CI CRI dt 


来 求 得 。 

我 们 把 有 限 条 光滑 曲线 所 组 成 的 曲线 ， 称 为 永 段 光滑 曲线 。 共 
特例 ，“ 曲 绳 ”可 以 是 一 条 折线 ， 比 如 ， 老 按 形 的 局 界 ， 

今后 如 无 特殊 声明 ， 所 给 出 的 连续 曲线 ， 者 是 光 消 上 曲 线 ， 或 退 
绒 光 请 曲线 ， 

已 区 域 

设 集合 EE 的 任意 两 点 ， 都 可 以 用 一 条 完全 属 的 连续 曲线 来 连 
接 ， 出 称 五 是 连通 的 ， 订 以 证 明 ， 这 个 山 线 可 以 用 某 一 条 折线 来 代 
蔡 【〈 证 明 愉 栈 ) ， 岗 此 ， 设 五 内 任意 两 点 都 可 以 用 完全 属于 互 的 折 
线 来 连接 ， 也 称 五 是 连通 集合 ， 

我 们 把 连通 的 并 集合 ， 称 为 区 域 或 开 区 域 ， 用 G6 或 了 来 表示 ， 
区 域 G 吉 (并) 它 的 一 切 边 界 点 ， 称 为 闭 区 域 ， 记 为 G， 舱 6G = 
tCUoc+。 比如， 图 域 3{s: Iz| 之 p} 并 上 它 的 边界 C{x: lz| =p}， 称 
为 闭 圆 域 B:{x: zl <p}, Bp B{s: [zl <p} UCftz: lz] =p}. 

设 区 城 忆 被 合 于 以 原点 为 中 心 的 入内， 出 称 6G 是 有 界 的 。 否 则 
称 是 无 界 的 。 这 和 集合 的 有 界 、 无 办 定义 一 样 ， 

辐 单 连通 区 域 和 复 连 通 区 域 

定理 4 Jordan 曲线 定理 ) 一 条 简单 闭 易 线 不 过 光 穷 远 点 
时 ， 惑 把 平面 分 成 两 个 区 蜂 ， 闲 井 线 是 它们 的 公共 边界 ， 

这 个 定理 的 最 初 证 明 ， 出 由 Jordan 本 人 ， 当 时 证 明 不 正确 . 
1905 年 Yeblen 第 一 个 给 出 了 正确 证 明 。 其 他 证 阴 方 法 有 穹 种 ， 这 
里 证明 从 路， 

出 上 为 一 简单 闭 曲 线 ， 依 Jordan 河曲 线 定 理 , C 把 平面 分 成 两 
个 区 域 ， 其 中 不 会 无 穷 远 点 的 区 域 为 CC 的 内 部 ， 记 为 int(C)， 咏 一 
个 为 CC 的 外 部 记 为 ext(C)， 我 们 把 oo 点 不 在 其 边界 或 内 部 的 区 域 ， 
称 为 有 限 区 域 。 否则 为 无 穷 区 域 . 

由 简单 闭 有 曲线 C 在 复 平面 所 分 成 的 两 个 区 城 ， 具 有 这 样 的 一 个 


特征 ， 连 接 inttC) 的 点 与 exttC) 的 点 的 连 钱 ， 必 与 C 至 少 有 - :个 
交点. 

因为 沿 闭 有 曲线 CT 有 两 个 相 反 和 前 方向 ， 我 们 规定 ， 当 点 了 沿 纪 
移动 时 ， inttCY 总 在 前 进 方向 的 左边 ， 我 们 就 把 这 个 方向 称 汶 必 
的 正 向 ， 用 C 表示 。 志 就 是 说 ， 抬 道 时 镍 方向 年 为 C 的 正 回 ;把 大 
时 针 方 向 定 为 C 的 负 癌 ， 并 用 符号 C 来 表示 。 

设 区 域 GC3， 如 能 在 G 内 任 作 一 条 简单 闭 蜡 线 C， 都 能 使 
1nt{C)C 过 上 G, 则 称 如 为 单 连 通 区 域 ， 否 则 称 为 多 连通 或 复 连通 区 域 ， 

我 们 今后 所 指 的 单 连通 区 域 , 是 指 下列 三 种 集合 ，《〈a) 简单 闭 阳 
线 内 部 点 移 全 钵 : (b) 由 无 穷 远 点 到 无 穷 刀 点 的 出 线 (如 执 物 线 那 
样 ) 其 一 方 的 点 的 全 体 ，(c) 全 复 平面 3， 


3 1.5 复 变 明 数 


这 里 只 引进 部 分 概 愈 ， 关 于 尝 数 、 日 登 量 、 因 变量 、 显 范 效 、 
隐 冰 数 等 ， 都 与 实 联 数 的 相同 ， 右 术 一 一 列举 了 ， 


1， 项 数 概念 


当 点 集 E 和 5,， 如 困 对 于 每 一 个 点 x EE， 依 -… 定 的 规律 ， 有 了 叭 
-的 一 成 w 睫 之 对 应 ， 则 称 在 上 定居 一 个 ( 单 焉 量 ) 单 值 汲 数 
了 (x)， 称 为 它 的 定 闵 域 ， 

我 们 把 沿 数 人 wx 所 组 成 的 集 ， 设 汐 半 ， 称 为 值 域 。 在 特殊 情况 
NN 可 以 次 区 域 或 汶 闭 区 域 ， 

妇 果 对 于 每 一 个 xsEB， 对 应 欧 % 不 是 肉 …-， 而 起 多 个 值 ， 其 
至 天 窍 多 个 值 ， 则 称 在 忆 内 年 义 一 个 多 值 秀 数 ， 例 如 ， 妇 数 w= 
< ，# 之 2, 是 定义 十 了 :上 的 一 个 #* 值 前 数 ， 它 对 于 每 一 个 非 0 的 %， 
2 有 # 个 值 ， 这 些 值 分 布 在 圆周 C={%: |z| = ,*%/ |]z|》 上 。 同 样 w= 
ATEz 对 丁 每 - -个 x 丰 0， 为 无 女儿 值 ， 本 书 第 八 章 将 论述 初等 多 借 
图 数 ， 本 书 主 时 讨论 单 释 量 单 企 六 数 ， 


下 :+ 于, 风 = 六 相当 于 两 个 实 函 数 
HN Py, = PX 
这 样 ， 对 十 复 变 函数 =f(%) 的 研究 ， 有 有 时 为 方便 计 ， 屁 成 商 
个 实 沟 图 级 的 研 多 ， Cauchy 就 是 将 复 变 函数 作为 单 复 变数 zx 的 一 元 
嚼 煞 来 研 儿 。 有 RiIcmann 怠 把 w =./s)》 作为 两 个 实 变 函 数 玉 研究 的 ， 
俩 大 的 出 发 点 昌 各 不 辣 ， 但 结果 是 一 致 的 . 
比如 ， 对 十 沙 数 
w= 1) 
米 说 ， 念 sswTa， 如 =#%+i， 册 出 
H+ NT Dixy, 
得 方程 组 : 
中 《2 
这 样 ， 对 %* 的 研究 ， 转 化 为 对 方程 组 (2; 的 研究 ， 反 之 ， 人 亦 真 。 
这 个 事实 说 明 ， 复 变 范 数 w -1(z》 作为 xz 的 函数 的 理论 ， 可 以 
转化 为 x*，2 两 实 国 数 z(x， 站 与 stx， .7 的 理论 。 为 方便 计 ， 今后 
这 种 转化 ， 也 常 遇 到 ， 
在 实 变 苑 数 情形 上 下， 函数 3=f/(x) 的 几 仙 图形， 可 以 用 二 维 空 
间 (4 平面 ) 的 图 当 来 表示 ,但 在 w=-J(%) 的 情 沉 下 ， 需 卉 Xx，Y，#， 
:四 个 坐标 轴 ， 才 能 象 =x 那样 作出 其 儿 何 图 形 ， 这 锋 要 四 维 
空间 .但 这 种 空间 只 大 一 个 提货， 我 们 证 有 直接 体会 四 之 ， 束 不 
能 异动 地 同一 平面 或 空间 中 的 儿 何 图 形象 实 吗 数 那 样 来 表示 复 不 沙 
数 ， 而 是 把 复 变 通 数 了 解 为 两 个 复数 平面 上 点 集 间 的 对 应 关系 ， 
(x, 四 
我 们 取 两 个 复数 平 页， 分 别 记 为 ;和 53%， 依 单 什 冰 数 2 = (x) 
的 与 # 间 的 对 应 关系 ， 对 十 区 域 G 二 $, 的 每 一 点 %， 在 3。 内 部 有 唯 
一 的 点 w(= 了 (2%)) 与 之 对 应 ， 当 x 取 遍 GG 时 ， 对 应 的 w 识 在 J。 .上 组 
成 点 集训 ， 我 们 称 六 为 值 域 ， 称 了 (x) 为 一 映射 或 变换 。 并 记 为 
Fy fi GN CN- A(G)) 
我 们 称 友 为 g 的 像 ， 训 为 GG 的 你，z 为 忆 的 原 稼 ， 性 为 入 的 原 像 . 


有 了 里 时 这 可 玫 他 观点 ， 今 厂 我 们 把 音信 晴 数 各 上 暴 射 籽 无 区 并 
地 使 用 . 

栈 射 概念 的 引入 ，、 对 于 复 任 国 数论 这- 领域 的 进一步 故 展 十 
《 符 别 是 解析 沿 数 (下 一 章 ) 的 儿 何 理论 方面 ) ， 丝 致 出 非常 重 归 
芍 结 果 ， 如 共 形 县 庙 〈 第 六 章 ) 和 下 在 发 展 的 “ 拟 共 形 且 射 ”等 领 
域 ， 固 为 它 给 出 了 隙 数 的 解 术 表示 和 几何 表示 的 综合 ， 这 个 综合 在 
近代 数学 各 方面 里 ， 是 霄 数论 发 展 的 基础 和 新 间 题 不 断 出 更 的 泉源 
之 一 ， 调 且 尘 于 物理 学 的 各 个 部 门 友 许多 重要 的 应 用 ， 

[ 例 1 ] 求 函数 w=%* 拒 3。 平面 的 平行 于 华 标 轴 的 直线 ， 蜂 
射 成 4 平面 二 的 什么 图 上 撒 ?% 

[和解 如 以 六 顾 论 ， 册 也 数 w ::%*， 得 方程 组 


虹 二 一 2 = XY, Cl1) 
为 求 直 线 x* =a(0) 的 像 ， 我 们 并 意 当 = 4 时 ， (1) 式 党 为 
R= Ay, Dd (a) 
和 二 才 一 2 --， 澳 1 2 2 
消去 多 笠 # 二 # ja? 8 1 


瑟 龙 3w 上 的 抛物 线 诬 {4=3=0) 
由 (1) 添 ， 易 知 3: 乎 面 的 虚 轴 x = 0 的 像 感 5% 上 的 左 半 实 轴 ; 
= = 0), 
癌 理 可 得 y=#5 的 你 ， 
让 已 仁 二 9 7 了 =8 的 像 的 图 于， 
【 例 2 】 设 w = 3 上 的 直线 *=4， 
= 及 国 周 x1 1 的 你 
[和解 】 设 w 二 #+ 1， 则 
Hp 
当真 线 *=e = 4 这 得 #= 4 =c。 于 是 这 些 直 组 在 3 上 的 像 是 
料 直 线 和 = 人， 人 0 ( 刀 鲁 46) 。 
关外 3 上 的 画册 后 + 六- 二 人 的 像 是 线 攻 
和 十 站 二 人 


区 半生 =2ax 的 像 是 半 直 线 


二 


NT 
-NN 


2. 极限 概念 


设 点 #4 蚌 皮 僻 BC3 的 一 个 紧 染 点. 所 吓 -- 个 复数 .函数 p= 了 (x) 
定义 在 FE 上， 如 果 对 二 任意 给 定 的 a-0， 总 有 5te) 0， 合 得 们 下 
4 点 的 去 心 邻 域 的 属 五 的 点 ， 夯 在 &= (xz:0 | 一 a <6(e)，% EEE} 
里 的 点 ， 部 有 

| f(x) ~ A <ie, 
网 称 4 为 函数 f(z)， 激 zEEE 新 近 了 :a 时 的 极限 。，“〈 即 函数 f(z) 以 
志 汶 极限 》 用 记号 表 为 

Nim fz) -= A 或 ws>a (gE EH, fs)-rA, 


[xeEy 
玫 林 惠 说 ， 当 xE Bta， 人 站，z 汪 4， 对 诺 的 w= 了 (x) EE BCA， 
ey) 小 踢 B(a,6)，% 计 4y 是 4 的 6 去 心 分 域 ，BCA， 外 是 4 的 s 邻 域 . 
基于 函数 极限 的 四 则 运 站 ， 类 袋 于 数学 分 析 ， 碘 不 列举 了 了 ， 
5， 连 续 性 
度 王 为 -并 全 合 ， 涡 数 :ft%) 定 尺 在 二 上 ， 当 且 仪 当 


CS) = 时， 称 了 (2) 
TE" rt 2 


在 点 zz,(E EE) 处 连续 ， 

放生 一 全 求人 产 述 为 ， 对 于 任意 给 定 的 E>0， 总 有 6 0 和 在 ， 

使 当 |z 一 2% | < 一 5fe)gxEEE) 时 ， 伍 有 
f(g) 一 so Le, 

如 困 /2 在 每 一 点 2 和 三 连续 ， 则 称 了 f(z》 在 EE 上 连续 ， 

在 实际 中 ， 我 们 讨论 的 通 数 ， 一 般 是 定义 在 区 域 上 ， 而 图 数 的 
性 归 〈 如 连续 性 等 ) 部 与 集合 有 关 ， 今后 为 便利 计 ， 取 EE 为 连通 的 
开 集 合 ， 即 绒 王 为 区 域 GC。 琐 数 f(z) 定义 在 区 域内 ，G 的 您 一 
所 邦 是 内 点 ， 即 每 一 点 者 是 凝聚 点 。 

今后 如 无 特殊 声明 ，C 和 或 卫 表 示 有 有 界 、 单 连通 区 域 . 

度 定 义 于 区 城 GCC 的 函数 = .As)。， 如 果 f(x) 在 所 的 每 一 
号 都 连续， 刚 称 As) 在 CG 内 连续 . 

区 5 在 GC 内 定义 ， 则 j (%) 在 & 内 连续 的 充分 必要 条 
件 是 它 的 实 部 #(x， 为 与 弄 部 v(x,， 六 同时 部 在 G 的 连续 ， 

事实 上 ， 设 全 上 是 (x) 的 连续 点 ， 则 对 于 每 一 个 e 盖 人 总 
jte) 0 当 

| = CN ee 人 
时 ， | 
星城 立 ， 即 
《一 
ew, Fb I < Nfs) fx)) ne 
昼 成 立 ， 内 此 实 孙 数 # C(x， 让) 与 (xXx，) 症 zo= + 所 处 连续 ， 
及 之 ， 诬 #(x，) 与 i(x，7) 在 点 (xc 种 有 连续， 则 对 于 en0 
必 和 有 5(e) 汪 0 存在， 便当 
| 
了 时， 不 等 式 
Ko 全 pC FP) | < 
全 


-地 
孝 戌 立 ， 即 汝 ~ 四) 2 和 EC 时 ， 不 等 
ff Yo) + = 
成 立 ， 了 (%) 在 如 寻 连 续 ， 由 名 的 任意 性 ， f(x》 着 5 内 连续 ， (证 
[Es) 

由 上 述 姥 果 可 知 ， 要 讨论 通 数 = 了 (x) 在 虑 加 的 连续 性 与 讨 
论 实 画 数 和， 和 Jr 和 在 Cl ) 点 的 连续 尾 是 一 致 俩 。 所 以 
连续 的 复 亚 还 数 ， 吕 以 看 成 契 - :对 连续 实 靖 数 所 组 成 ， 

又 ， 邵 时 了 3) 在 上 和 3 内 连 缮 ， 则 f(z)| 也 是 如 内 的 连续 
归 数 。 这 可 出 不 等 式 ， 

/0] -ie < -Go 
求 导 得 。 即 连 针 国 数 的 柳 羡 数 也 症 连 继 国 数 ， 

和 实 谓 数 一 样 ， 设 图 数 f(x》 和 和 F(x) 都 在 GC4, 内 定义 ， 都 

BE CG 汶 和 连续 点 ， 则 男 数 
fs) + F(z): fl) :F(z)) £3 Pi{z,) eo 
训 以 和 为 连续 成， 

如 果 f(z》 在 有 有 界 闭 区 域 T 连 线 ， 和 实 冰 数 析 问 ，f (zx) 具有 
下 列 性 奈 ， 

人 一致 连续 性 即 对 于 任意 的 <0, 都 有 30 {对 于 整个 区 域 
来 说 只 有 一 个 ) ， 使 任意 滑 点 %,、%:EG 当 jz 一 xd 区 8 半 ， 对 应 地 ， 
不 款式， 

[| 一 各 | = Tu) f(s) 
恒 成 芯 ， 
多 函数 模 的 有 界 性 ”对 于 6 上任-- 点 ， 都 有 好 存 在 使 
[fas NM, MO. 
导 : 风 的 最 大 〈 小 ) 值 的 可 达 性 在 上， 证 少 有 一 点 %， 


A 


f(z) 所 | f(s)|， 也 至 少 有 一 点 s;， 售 | 了 (z)| 区 .ss .前 省 是 模 
的 最 大 值 ， 后 者 是 撒 小 值 . 

事实 上 ， 司 两 个 性 质 ， 可 以 用 于 述 的 “连续 图 数 f(x) 的 模 
|.Fs)] 也 是 连续 函数 ”的 事实 米 寻 得 。 

我 们 应 用 五 .一 孔 ， 定理 (1.4 一 1 一 扫 ) 玉 证 明 “ 连 续 函 数 (x) 


在 有 界 财 区 域 C 上 必 一 致 连续 ”- 一 一 性 质 他 。 
因为 .As) 在 区 域 G 是 连续 函数 ， 依 连续 的 定 多 ， 对 于 任意 的 
E >0， 必 有 5fe)0， 使 当 
一 <，| 一 As) <es，2EC。 
因此 ， 对 于 e>0, 有 pr 存在 ， 作 贺 域 B(z，p:)， 使 函数 w=f(x) 在 
Bt%，p2) 内 鸣 尾 意 卫 点 的 % /与 %;,， 且 | 一 < ps， 不 等 式 
1 一 加 三 [xn 一 (za < 
恒 成 立 ， 


现在 对 于 人 的 每 一 点 xs， 以 ”为 中 心 ， 寺 px 为 半径 ， 作 贺 域 
B (%, 闻 p, )， 依 有 限 覆 苹 定 理 , 册 这 种 贺 城 的 有 限 多 个 , 便 可 以 把 有 


界 闭 集 和 覆盖 住 ， 我 们 选取 这 些 有 限 多 个 图 域 的 诸 半径 的 最 小 者 ， 
设 为 5 〈 对 于 整个 人 来 说 ， 只 有 一 个 最 小 者 ， 它 是 3?。 这 个 值 3 便 
适合 问题 的 条 件 ， 四 

这 样 一 来 ， 以 任意 一 点 CE 蕊 为 中 心 ， 地 Pp: 为 半径 作 图 域 B(5， 
Pt )， 取 这 种 圆 域 的 有 限 个 ， 便 可 以 覆盖 .并 在 这 种 加 域内 ， 任 
取 5， ss， 只 要 lu 一 sj 二 8，(5 灾 于 ps ), 对 应 地 恒 有 


所 2) — FE) | <e, 
即 f(s) 在 6G. 上 是 一 至 连续 的 . (证 毕 ) 
以 上 是 讨论 了 复 空 尔 数 的 极限 和 连续 性 ， 在 复 变 函数 论 里 ， 连 
续 也 是 一 个 重 杰 概念 。 它 可 以 由 函数 的 导数 的 存在 米 完全 保证 。 下 
一 章 将 导 得 导数 概念 ， 


习题 (2) 


1 试 指 出 满 是 十 列 条 件 的 xs 的 点 集 ， 
I) Re -0, 
2) Rex>0, 
3) alme “#, 
4) aargs 人 ep, 
5) 及 Ex 三 站。 
6) |s— 2 = 及。 
7) {一 % -RR, 
8) ji%—%| RR., 
9) RS) LR', 
盯 中 23, 部 是 实数 ，4 5a< 有 -gr 2r,0 二 只 -RR'，% 二 复数 ， 
2、 充 鸭 数 f(x) 在 国 城 B= (z :| 村 < 二 内定 义 , 虹 一 致 连 冻 ， 
才 狗 任 站 的 散 列 1 ，a = 1，2，…， 下 | .1， 收 误 于 加 尾 上 的 点 
= 1， 试 证 极限 jim fs 存在 ， 


3， 证 明 聊 数 了 在 逆 域 B={%: isl <1} 内 连续 , 但 非 一 至 


话 疆 ， 

4 设 f(x) 在 3= {x: 四 和 拓 1 内 不 但 连续 ， 呈 一 致 连续 ， 
荆 证 泊 so->si， ls <<]，mEeta: 各 = 二 ， 极 限 lim f(z。) 存在 且 
与 (4%s} 元 关 ， 

D， 试 证 ， i tt 出 名 土 咖 4 2 十 训 6 加 


a -Caos0)， 


基 + 


6， 设 so= 工 1 + -二 册 连结 s。 ,与 an 的 直线 段 之 长 为 1 


如 果 设 xn 二 Peat, Pr 一 0 0<-0, ~ Bi 风 


m pirpr 1 me 
Im og, 3 Mme 


试 证 之 ， 睛 中 #1，2，… 
7， 试 证 直线 分 平面 为 两 个 区 域 ， 并 以 此 直线 为 公共 边界 . 
8. 试 证 胰 射 > = s*，x = x+zy 使 平面 5。 上 的 x = 4，sv = 分 别 
对 应 于 5, 上 的 正 交 曲线 族 ， 如 果 把 x 和 x 者 表示 成 极 坐 标的 形式 ， 则 
:的 过 原点 的 直线 和 以 原点 为 中 心 的 图 周 ， 其 像 分 别 是 Jo 的 过 原点 
的 直线 各 以 原点 为 心中 的 回 阁 ， 


学 习 指导 


一 、 内 容 与 要 求 


这 一 章 的 中 心 议 题 是 讨论 复数 和 它们 的 某 些 性 质 ， 并 在 这 个 基 
础 上 讨论 复 变 函数 一 一 复数 域 上 所 定义 的 函数 以 及 国 数 的 极限 和 连 
续 性 . 

1 ) 关于 第 -个 议题 一 一 复数 和 复数 域 ， 着重 讨 论 了 ， 

中 对 于 虚数 的 产生 作 了 上 护 史 的 梗概 并 述 ， 这 有 助 于 读者 深入 了 
解 碟 数 的 来 源 和 被 认 识 ， 以 及 它 对 于 数学 的 发 展 的 作用 。 远 在 三 世 
纪 ， 人 人 和 们 尽管 能 解 不 少数 字 系 数 的 方程 ， 但 在 解数 字 系 数 的 一 元 二 
次 方程 x: +1=0 这 个 “最 简单 ”的 方程 〈 从 系数 来 看 ) 了 时， 用 于 对 
虚数 不 认识 ， 长 期 从 实数 范围 出 发 ， 认 为 问题 无 意 儿 、 无 解 ， 涉 了 了 
了 之 ， 直 到 人 六 翰 纪 中 时 ， 人 们 在 解 一 般 的 一 元 三 次 方程 时 ， 在 于 
扶 激 化 的 情况 下 ， 融 数 才 被 认 具 。 由 于 虎 数 的 客观 存在 ， 经 过 本 少 
人 的 努力 ， 实 贱 又 证 明了 它 的 存在 ， 虚 数 逐 渐 在 数学 级 被 巩 国 下 


来 ， 并 成 为 重要 概念 ， 使 数学 发 展 到 一 个 新 阶段 ， 

人 们 对 于 一 个 集合 构成 域 曾 提出 了 几 个 条 件 ( 称 为 公公 )， 在 
代数 或 分 析 里 ， 度 是 按照 这 些 公设 来 检验 或 证 明 实数 系 构成 域 ， 然 
后 在 这 个 闲 础 上 讨论 实 变 落 数 ， 讯 者 在 数学 分 析 里 对 此 已 有 所 了 
解 ， 至 于 复数 系 是 构成 域 ， 也 上 鉴 按照 这 些 公设 来 检验 ， 书 中 默认 了 
这 个 问题 ， 这 就 为 以 后 讨论 复 变 帅 数 的 性 质 建 立 了 基础 ， 因 为 复 受 
函数 理论 是 建立 在 复数 域 上 的 ， 因 为 可 能 有 的 读者 对 十 域 的 构成 条 
件 缺 乏 了 解 。 把 问题 提出 来 ， 供 硒 考 ， 

电 有 的 人 ， 总 是 从 实数 的 有 序 性 ， 误 认为 复数 也 应 是 有 序 的 ， 
其 实 它 不 是 有 序 的 ， 也 不 能 用 某 些 特例 来 说 明 复 数 ， 象 实数 那样 ， 
是 有 抒 的 。 但 是 复数 的 模 和 辐 角 因为 都 是 实数 ， 基 有 六 的 。 从 这 意 
多 上 讲 ， 可 以 认为 复数 是 部 分 有 序 的 . 

二 大 于 复数 的 表现 形式 ， 下 书 上 还 纵 出 丁 数 对 形 
式 《x， 四 依 Euler 公 式 ， 给 出 了 它 的 指数 形式 pe*， 极 垫 标 形式 


p{cosd + zisinp)， 本 2 ， 全 = tg Hamiiton 


把 复数 x 十 订 定 义 为 一 定 次 序 的 实数 对 (x， 力 ， 几何 上 用 一 一 
应 关系 把 复数 表示 成 坐标 平面 上 芍 点 ， 把 这 种 平面 称 为 复 平 击 。 用 
一 一 对 应 关系 缩 出 了 复数 的 球面 表示 着 称 之 为 复数 球 ， 妹 面 的 所 
就 是 复 平 面 上 的 无 穷 远 忘 的 对 座 点 。 这 样 多 的 表现 形式 都 是 应 客观 
实践 需要 得 米 的 ， 

加 关于 复数 的 算术 运算 +， -，x， 二 及 相等 ， 乘 方 种 开 方 ， 和 省 

望 读者 切实 掌握 这 些 公 式 或 法 则 进行 运算 . 

设 z= ptcosg 二 7s1n0), 则 得 De Moivre 公 式 
2"— 0 (COSNG + FSIn#d) ,f= 土 1， 土 中 
zt- % = "plcos— + + rzSin — + a < 
= T，2，…， 交 一 二 

前 者 是 的 # 钦 方 ; 后 者 是 < 的 ?次 报 ， 它 是 多 值 的 ， 这 半 个 什 愉 好 是 


二 


以 原点 为 中 心 ，+ 必 P 为 半径 的 圆周 的 内 接 正 # 边 形 的 顶点 ， 其 中 
2 是 主 恒 ， 

2 ) 这 -- 章 另 一 个 议题 ， 症 对 复数 域 上 的 函数 的 极限 和 连续 的 
讨论 ， 

复 变 五 数论 这 门 课 程 主要 讨论 一 个 变量 的 复 变 函数 ， 故 称 单 复 
变通 数论 。 简 称 为 浮 数 论 ， 至 于 名 元 复 变 函 数 ， 则 山 专 书 来 讨论 ， 
但 多 元 复 变 函数 论 的 基础 ， 则 是 单 复 变 函数 论 。 因 此 读者 必须 学 好 
这 门 课程 ， 才 能 进一步 在 这 个 基础 上 上， 学 习 其 他 较 高 一 级 的 课程 ; 
或 钴 研 其 他 有 关 领 域 的 知识 。 而 且 老 元 复 变 琐 数 也 是 一 个 亚 在 发 展 
的 领域 ， 

中 关于 汐 数 、 极 限 、 连 续 等 概念 ， 儿 乎 都 在 形式 上 逐 字 逐 名 地 
和 实 变 函数 相应 概念 一 样 ， 定 义 、 定 理 的 用 述 儿 乎 没有 差别 。 如 果 
读者 对 数学 分 析 有 了 较 好 的 掌握 ， 这 些 平行 概念 可 以 略 去 不 读 . 

回 我 们 引进 了 有 关 平 面 点 集 的 某 些 概 念 和 和 记号， 这 是 必要 的 ， 
因为 《集合 论 》 和 《拓扑 学 》 的 观点 和 方法 ， 已 经 渗透 和 进入 数学 
的 各 个 领域 ， 用 集合 论 的 观点 来 阐述 和 刻画 事实 ， 已 成 为 现代 数学 
的 特点 用 集合 论 的 观点 来 阐述 复 变 栈 数 沦 的 问题 马 是 必然 ， 由 十 
读者 在 其 他 学 科 中 ， 已 熟悉 这 方面 的 知识 , 故 稍 加 论述 , 避免 鼻 复 ， 

国 在 函数 概念 里 ， 我 们 把 单 代 消 数 , 映 射 , 变 换 这 三 个 拔 念 不 所 


区 草地 使 用 ,除了 用 符号 和 = 六 < 以 外 ,并 用 六: 2 这 村 :， 
把 涵 数 看 成 映射 或 枚 换 , 更 加 体 现 了 它 的 几何 和 代数 性 质 ; 体 规 了 5， 
平面 与 35. 平 六 集合 间 的 对 应 关系 。 这 对 第 六 章 讨 论 水 形 上 映射 概念 也 
是 必需 的 ， 

在 函数 概念 这 一 站 里 ， 除 了 和 定义 p=/(x) 寻 ， 还 注意 把 _f(z) 
化 成 4+ 如 的 形式 、。 在 对 于 一 个 变量 的 复 变 天 数 的 猎 究 上 ， 从 来 就 
有 大 如 Cauchy 等 ， 把 /ss 看 成 5 的 一 元 蚁 数 来 研究 。 有 人 如 Ric- 
mann 等 把 j(%) 分 解 成 实数 部 分 ztx， 力 与 感 数 部 分 f(x， 四 ,然后 
把 fts) 的 研究 ， 果 结 为 对 于 二 元 实 函 数 的 和 研究。 让 一 章 判 别 


一 中 一 


fs) 的 解析 性 的 CC, 一 人 条件， 就 是 这 样 得 来 的 ， 因 此 更 求 读者 
能 艇 善于 把 一 个 复 变 画 数 分 解 出 它 的 实 部 利 虚 部 ， 

他 除了 论述 平面 点 集 的 某 些 概念 之 外 ， 还 纳入 了 一 些 概 念 ， 如 
凝 卫 点 、 有 距离 、 光 滑 则 线 和 逐 段 光滑 曲 弗 ， 区 域 等 ， 纳 入 了 几 个 定 
理 ， 如 闭 集 套 定理 、 凝 聚 点 存在 的 充分 条 忻 定 埋 (B. 一 区 .定理 ) ， 
覆盖 定理 ( 理 . 一 B，。 定理 〉 等 等 。 这 些 概 念 和 定理 都 十 函数 论 的 重 
要 概念 和 定理 。 读 者 应 深刻 型 解 ， 真 正 掌握 它 的 条 件 和 结论 ， 思 路 
和 证 明 方法 ， 这 些 概念 和 定理 ， 今 后 将 不 只 一 次 地 用 到 ， 如 在 证 明 
Cauchy 积 分 定理 在 右上 成 立时 ， 就 应 用 了 获 商 定理 等 ， 


一 、 二 题 


一 一 -EL 一 一 一 一 


[ 例 ] 化 简 ，1 +2xv wii， |x| 这 1, 


一 一 -一 一 一 = 一 一 一 一 一 ~ 


: - 了 ” 。 
【 解 ] 令 ， 1+2xs xz- 一 1Lr x+i 册 


i 一 一 二 
x =1, Wi=ww x*—1, 


解 出 # 与 ,得 #= 圭 x，#= 二 wx: 一 1 


Vv 1+2x wli=+t (xty x:-17), 
【 例 2]】 人 设 a 与 P 为 复数 ， 试 证 : 
1 
ttt -= ll:+ 出 
这 个 等 式 在 儿 何 上 表现 了 和 什么 关系 ? 
[证明] 令 can(cosh +isind),， B=o0.(cosf, +isinf,)， 风 9 
[x= t= [pceost + pcosB,) +i(osing + psing,)!: 
一 py 十 Pa + 2p.p:COs C0, 本 0) ? 
la 一 持 = pn" tn, 和 2p.0.COS (C0, 和 6) ? 
tt eB ap + ps) = 2 elt 


显然 ， 如 果 a 与 儿 吕 是 复 
平 万 “4 的 两 点 妈 与 B， Ci 
图 ) ， 则 上 面 的 等 式 训 是 
OD + 4B -23(004 + 
0B ) 

即 平 行 四 按 形 对 角 铸 之 长 的 
平方 和 ， 等 于 呵 吉 边 长 的 平 
方 利 的 2 悄 ， 

【 例 35 了 (1》 设 复数 

Fta,}, lima, = #4, 本 证 


指导 阁 ”1.1 


Jim 1 了 = 
。 并 
(这 称 为 Cauchy 定 理 ) 


(2) 设 复数 烙 列 tas}，485)}， lim as= a, limb,=#, 
试 证 ， 
lim abst db And) = a 


(这 称 为 Lesat6 和 定理 ) 
[证 明 ] 这 两 个 定理 ,在 实数 的 情形 下 , 是 成 立 的 【附注 】 在 复 
数 隐 情形 下 ， 我 们 设 ， 
8 二 他 十 2， 人 十 市 
因为 sr>a， ecora， 一 有 出 实数 的 情形 
tt +h = 


位 十 忆 。 十 i 二 评 
上 lim 


下 一 5 源 和 一 


+ 
唱 妆 1 十 Hy 十 "=a 十 A 一 一 站. 


更 在 为 证 Cecsar 定 医 ， 许 4 二 6+ 了 Ps 有 既然 4-># "1P,| -=0， 
由 人 Cauchy 征 址 ， 旺 然 


一 2 二 


二 (JP 上 + [Pd + + Pd ) 一 > 


(Cabot dbo tt nd) 
= (bh 中 », 十 = 站 六 于 (PE P,b,_,+ | + PB) 


现 旗 *= maxt La + | » 1 > 到 | 
Bibat Piba st rt Ph) SEP + [Ps + r+ [Pal) 


rot], (Pb, 十 忆 | 七 "十 P,#,) 一 一 3 


. 二 
1 
并 


| 下 一 忆 


> a lim (bh, 二 十) 
【 奉 注 ] 为 证 这 两 个 证 内 在 实 娄 悄 形成 立 ， 秆 得 证 
中 .Stolz {斯 各 兹 ) 让 理 ， 
设 lim xs 一 Xa /O74 一 J 由 存在 (让 限 束 +20)， 则 


lim2" = lm 
Ts Tn 一 | 


其 中 数列 {Nn}s { 4), Pat ns dc 
这 个 定 办 在 数学 分 析 里 对 于 确定 区 的 不 定式 六 的 极限 ， 要 经 党 


用 到 ， 
这 里 不 作证 明 ， 有 兴趣 的 读者 , 请 查阅 《 微 积分 学 教程 ( 菲 


赫 金 身 尔 次 车。 中 详 本 一 着 一 分 抽 ， 第 59 页 ) 
应 用 Stolz 征 吾 ， 我 们 米 证 明 上 述 的 人 Cauchy 定理 ， 


一 一 


数列 《esf， and 《有 限 或 无 穷 ) ， 则 48,1， 
b, = (a tA tt dr) 
村 实 上 上， 本 Stolz 二 是 中 ， 人 Xn "TA 由 


limb, = lim = im- limas=a, 
dn Ho nt 
例如 ， 在 数学 分 析 中 ， 已 证 明了 #7 一 ]，#-*o0， 
出 奚 和 
lt E+w 3 
贡 
【[ 例 4 本 奶 后， 三:，E，… 为 非 空 志 集合， 卫 
已 ;一 感人 
如 果 玉 ， 为 有 界 闭 集 ， 则 至 少 有 一 点 存在 ， 为 EE 的 公共 点 。 试 证 
之 ， 并 说 明 # 过 xv| 之 co， 坟 = 了 ， 2， 3 为 什么 没有 公共 点 丰 
任 ? 

【证 明了 俊 E, 为 有 界 。 各 BB, 内 取 一 点 P,， 内 EE, 内 了 到 另 一 总 了 ， 
P,£P.. “一般 且 ， 从 了 。 取 -可 卫 ,， Pp,, "yg Pi 不 一 标 罗 所 Pp,, 些 续 
下 去 ， 便 竺 到 一 个 战 列 中， 已 ，…，P， …。 显 然 这 些 点 都 是 五 的 
态 。 因 三 界 ， 它 们 的 极限 点 PEE,， ( 因 ,为 有 输 闭 集合 、 这 
修成 到 的 于 殉 卫 可， 了 Pires 一， 从 第 二 珊 起 雹 凡 于 E,， 这 个 
于 数列 仍 以 了 为 概 限 点 ， 因 ,是 朗 集 ， 故 PEE,, 同 理 , 可 证 PEE， 
最 PP EE， EE,， Eo 的 公 末 点 ， 

对 于 五 3 | ce，( 人 = T，3，3，…) 来 滴 ， 尽 力也 有 有 

EDOE se 
由 于 EE 无 界 ， 它 们 没有 公共 感 存在 ， 对 于 任 一 点 %EP,，|xol -< 入， 
N>0, se E,, 

【[ 例 5 了 设 复 数 g 与 %w， 像 为 Riemann 球面 于 的 成 4 与 上 B。 设 

六 48 .之 信 为 !:， 试 证 ， 


— 33 一 


了 - | 
IT el lr ll 
[证 明 】 设 %=x+ 地 ，%'=x'+ 地 9 及 B 在 球 贡 上 的 爸 标 为 


站 了 
过 一 (is 局 各 B= (x TT Xs) 


于 是 ， 
{ee e+ 一 


x x Xo wl 
二 i -一 -一 | 才 ' -一 -一 一 一 一 六 
一 xi 1 i — ~, 二 一; 


一 re LN xoP+ 


《sa 二 一 %3 一 Xa (1 — Xs) 小 下 


__ :| -YY 一 - 站 三 十 Ye 十 
(1— x) tt 2 (Cx) 


(x) (1 一 % — 2{1 一 3) {1 — x {x + Xx ) 


1 一 卫 I™ 7 上 
一 -一 -一 一 -= 一 ~ 一 《1 -- 和 34 一 
CT) 【xi Ns) 3 $ 
(x El ~ x (1— wy CR + EN ) 


= +) 一 


(lx) x 
D(x + XN )) (iy 
但 是 ， 从 立体 解析 几何 ， 可 若 


AB = Cx — XY +t {x Xe) +t Cw ~ x 


一 【YY 十 we ) 十 ff 十 《ee 一 2 (xx 十 Ns) 十 
Le 十 (Cx ) TT 2 | 

= CX Cx {x + Xo) tt 
CX) 一 2 

= t+ wy 2xaxy 一 DCxuw 十 es ) (2) 


比较 (1) 驴 (2)， 吕 类 ( 仿 1'3 一 (4 


一 一 -一 一 宇 


AB 三 (一 人 一 lg—s|*= 


rl 
el ~ | 


i 


—- | 


【 例 63 我 们 自 义 有 界 集 忆 的 直 征 为 
dE) =sup{ is—-% I; gtEE, CE}, 
坛 证 湖 ， 如 果 已 为 有 界 闭 集 合 ， 则 必 存 在 两 点 ze ss 使 5(E)》 = [如 ”~ 
x | ， 并 县 ECinttC)，C 为 以 z 为 中 心 ，d(B) 为 半径 的 剧 周 . 
【证 明 ]〗 显然 ， 有 点 列 人 《zs 中 导 tv) 存在， 满足 下 列 不 等 陈 


4(E) -二 << lz 一 xj dE), 


因为 E 是 有 界 闭 集 ，{xo) 与 tz 直 的 讼 聚 点 xz,，x。 均 扫 下， 每 个 %， 
s 也 是 子 点 列 的 凝 取 点 ， 我 们 特别 选取 这 种 点 列 ， 因 此 


号 ) 一 Ee | 2 jim [gn 一 wa 
和 


又 因 设 x 是 巨 的 定点 ，x 与 了 的 任意 一 点 %' 移 距离 的 ~% | 总 是 
侵 #。 阁 EE 被 包含 在 以 % 为 中 心 ，# (EE) 为 半径 的 图 域内 
【 例 7 了 了 试 证 ，*Mix 是 有 埋 数 时 ，De Moivre 公 式 ， 
(CQSO TiS1n0)” = COSHH + rs1na0. 
也 成 立 、 其 中 8 汐 实 数 。 
[证明 j 首先 证 明 # 蚌 整数 时 ， 公 涉 成 让， 
当 # 是 非 负 的 整数 时 ， 应 用 数学 归纳 法 ， 
因 汶 当 # = 人 0 及 #=1i 上 时， 公式 显 然 成 立 ， 
假设 #= 丰 时 ,公式 成 立 。 进 一 步 去 证 明 # = 点 +1 时 成 立 。 但 基 ， 
‘cos + jsind}t*!= (cosd + 718in0)t (cos0 + 1si100) 
coskdecosd — sinkgldsing + i[Lsinkdcosd t+ 


cosktsing: 


COS t+ 0+7isintk -+ 1 
这 职 是 项 ， 公 式 了 自立， 
#4 是 贷 整 数 时 ， 人 设 # 二 一 吉 【《 坟 为 正 刺 数 ) ， 则 
CeoOsg t Asindy mo Teost 1 isind Dm 
| cos0 ~ is1n0 下 
\ Cos + sin:d 
= (cosd — jsind)}™ 
=[cost— 0) +isin{ 01" 
~ COs 一 my + 151NC Ww) 
其 次 ， 证 明 当 # 是 有 理 数 4/p，p，4 为 互 公 央 耻 正 贞 数 时 ， 公 
式 成 立 。 为 此 ， 我 们 先 定义 = 的 情形 ， 


cospe 1 isinpy (cos Tsing)7 们 是 复数 ， 令 济 co58 + 
iSin8。， 此 可 令 
(CCOSD+ IsSIN@B) = cosg + isin0, 
1 
下 是， COsSD + isinp = (cos0 + is1in0) + 
我 们 定义 ， 《cos0+isin 从 z=cos$ 7sing 仍 为 一 复数 ， 
今 慨 (cosg+ isin0)s= cos® + iS1n0p, 
MI 《cosl+ iS1N0) 一 《Cos 中 + is1nDY)? 
coOsatd + isingd - COspD + isinpt 


于 是 p=g9， 中 = 9。 即 
(LOSO + isingy f= cos 放 0+ iS1il fo 


公式 成 立 。 
.【 例 8] 设 复 谈 数 z1 与 %, 满 足下 列 关系 ， 


阅 况 | 名 | 十 rd TT 入 各 | 名 -| do, 一 QD ( 外 ) 


其 中 w, 为 实数 ，4 为 复数 ， 试 证 ， 当 a8-- “4<0 时 ， 比 值守 位 于 某 


一 同 周 或 直线 上 上 ， {十 式 左边 称 汶 < 与 %: 的 Hermite 形 ) 
[ 解 】 没 4 :7 = 上， 二 = 二 + 六， 代入 上 述 关 系 式 ， 则 得 


人 


g(x ty + ox + 7) + B= 0, (2) 
即 < = 一 位 于 这 个 曲线 上 . 而 妆 aB 44.<0 时 ， 这 条 晶 钱 是 辐 周 ， 


好 然 ，"4a = 0 有 时， (2 是 直线 当 a 天 0 有 时， 它 基 图 周 ， 
从 解析 几何， C2 是 略 问 ， 图 心 为 ( - 二， -£), 半径 为 


而 = + -6) = 人 十 全， 因 之 ， 只 有 当 
<8 -4250 部 二 

了 时 六 才 存 在 ， 这 样 -- 求 ， 有 了 圆心 和 和 玫 径 ， 略 局 可 作出 ， 

总 之 ， 在 ap- 5420 的 条 件 下 ， 位 于 某 一 圆周 或 直线 上 上 ， 

【 例 9】 试 证 ， 好 数 

2? 人 
划一 芝 < 抱 ds {1) 

把 $3. 平 厨 的 直线 x = a ,Y= 分 别 岗 射 成 和 平 商 的 图 周 族 ， 义 x = 0 及 
?= 一 1 的 僻 分 吕 是 直线 =0 及 #= 1, 


5 证 明 】 设 %=x+iy,w=#+iv，。 则 
wtp Cy 1)z 


NT HD 
并 得 
wy 1 一 Dw 
= 2 
站 2 在 PE y # 了 0 二 1 


六 求 9, 上 的 平行 二 两 举 标 的 直线 的 像 ， 我 们 把 〈1， 式 变 悄 为 


-- 4 
;二 一 . 
一 《3 ) 
独得 
2 1 
(1 0 2 1 +r 人 
于 芷 ， 了 4. 开 的 直线 x = 4 与 了 =4， 分 别 是 5。 上 的 图 月 
。 1 AN 了 
Ge -TD2+(o+ 二 ) = 元 ，(e 关 0) 
a YY 2 ) -A 


又 直线 x =10 与 y= -1 分别 代入 (2) ， 则 共 在 3% 的 像 分 别 
六 家 线 t = 0 与 # = 1， 
读者 试 给 出 其 图 雌 . 


三 、 习 题解 答 


习 题 (1:，1) 
1。【 解 ] 
. 一 1  . TT . ， 开 
。 = 站 二 一 。 一 - 
2 二 2 2 2 (3 一 ) 2 I{eos i 了 31 ) 


9 也 rm 下 rn 里 了 


中 民 工 a - 4V ZL 肠 时 TT 和 ) 一 av 到 (cos 工 中 


一 34 一 


3 .。 3 
~- 一 在 /下 (cos 二 mr- 和 in 二 ) 
Fe 人 ， 


过 十 


Oe i 


zs—1 Crtir Cx-Diiy | (x-1)-i) 
= TO D+ Ti) Ix +t 


{x 一 十) 十 入 
。 人 十 了 和 十 和 一 人 二 ”名 2 
a Rel | -= .i J 1 
c (34) (xx 一 1)2+92 m( 一 
_ 一 
(和 一 下 二 


3，【 解 】 
南 %* 十 = 0， 败 s= .了 = |cos( -部 )+isin(- 卫 )| 


-- 可 十 9 由 一 万 十 全 此 间 
求 疗 概 汶 ,C88 一 一 二 一 一 一 -ij 了 8iN 一 一 -一 
所 求 方 根 为 ， 一 一 


二 0，1，2，3， 


XT A 
于 是 ， 多 和 COs -fsin FE 


3 并 


TT  。， 
w= COS—— + IS1N 一 一 ， 
8 全 


i 
OSL + 1SIN 一 一 ， 
9 R 


11 . .1] 
二 51 一 大 ， 和 
8 8 


4 “证明 ] 
A 芭 = 十 多 7 和 一 不 于 it', 周 | 


空 二 其 二 《十 十 (7 十 2， 


一 5 一 


于 是 Relztw)=xwtr= 及 ex 十 及 Ca， lmi(ls+y)=( y+ 
= Jms + lmy, 
5。 下 入 明 3 
事实 上 ， 我 们 已 知 j= |x+ 弄 所 x| + ji 只 时 证 左边 的 
不 等 式 成 谋 研 可 ， 
因为 Cx] 一 0， 2jxy] 才 x! + 人。 但 是 
Cx! 二 天生 :| 人 + | a ly (x + = 2 |2)? 


， |x| t+! 
| 
|z| < 本 


6. 【 解 ] 
由 所 给 的 等 式 ， 妈 分母 得 
x iy tax — py} titayt bx) 
w= ax p= — (ay i bx) 
印 (a—l}w= By Cat1)y= -bx 
a—-1 


于 

7。 【证 明 】 

应 用 数学 归纳 法 ， 当 # =1 时 ， 等 式 成 谋 
名 十 类 二 多 十 知 。 


现 谈 *= 点 时 ， 等 式 成 让 ， 即 
(ut) t= tt (人 


进而 证 明 ，#= 上 +1 时， 等 式 也 成 立 。 因 为 


(十) 


BB + (Fst (BE) x 4p) 
Oe 


| 


打 


Oe 
的 


= (十) 区 上 入 十 w+ 


(E+ 
21! 


二 (+) 十 WT! 


一 多 十 (zt 人 二 se 项 2 十，， 


iD) (De 
国 为 z=. 1 于 从 起 成 立 ， 所 加 # :+T: 3 时 成 立 ， 公 式 对 于 尾音 移 自 
类 数 邵 成 苹 。 
8。、 下 上 证明 j 
1 已 项 1 的 x 次 方 根 为 ， 
wa = (Cos 2 + isin 2 ) 天 = 0， I, 2 一 


设 其 中 不 为 的 一 个 根 为 x， 并 今 


及 二 十 詹 十 基 ? 十 :中 革 1 (1) 
于 是 
入 及 二 下 十 知 ? 十 部 ?十 :二 于 1 时 (2) 
商 式 相 减 ， 有 
一 ww" RR- » 1 
Rew—1)=w"—1 藉 民 = wi" 


因为 w 关 ]， 但 w"= 1， R=-0, 
2 1 为 了 证 明 荆 十 加 十 入 ?十 十 各 二 站 由 四 中 取 下 一 时 
的 闻 根 , 设 汶 避 


2 ,27 
UW = Cos + isin “=p 


六 县 ， 0: = (cos + jain 全) -aa ( 妤 风 中 起 = 8 时 和 的 方 根 ) 


闻 理 ， ?= ‘(cose + isin bn ja) = Ws 


" no 。。 由 _ 
DO" cos riain “< | 
归 一 全曲 


从 而 二 十 着 语 二 千言 


其 中 "= 05)*=1, 
9. 【证 明 】 


会 = COSH -+ 7 St 全 “i COSEN + isin 8 


Vicoskb + Ssinkl = De 
上 各 二 器 上 二 省 点 二 让 


ci) 
而 
, 下 二 让 1 sw"! 1] 一 =~" 1 一 2 
全 和 
2D 1 让 一 
= 于 = 
人 (这 四 应 用 了 % 吉 = lz| ?= 1) 
1 
= ho . . 
。 2 5 roo Cl—cost#+ 1 -cosd COStH 十 
i sintnt+1)f + saing + sin {2) 


C1) .条 《23) 相等 ， 则 


三 


> Ose = 一 COSC 二 4) 一 COSH 十 COSHN 
2t1 一 Cost) 


点 二 中 


~ 38 一 


2 . 
28in? 5 + 28511 0sin 0 


_ 上 
一 — 
nl’ 
451 可 
sin 一 十 sin 人 L 4 
一 一 - 有 _ 
Ty 
2sin ~ 
- 二 1 。 
Sn 一 -Beoss 0 / Sin, 


sinta 1 Orsing + sinag_ 
ni — cost) 


Dsink0 = 一 一 


种 三 笑 
由 ?28 十 二 ) 
2sin 林 (cos 广 COs 一 由 
一 一 一 三 __ 
41451" 可 
和 | 
= 2 一 
ns11 
人 
一 1 芯 站 
一 SIn 一 Ht sin 太 9 sin py-, 
1 . 【十 明 1 
们 一 名 
A 一 9 
* 1 四 部 ? 


一 一 一 世 一 
| ed 
一 1 ~— TY 


EF 一 叱 区“ 交 , 艺 十 ay 
一 人 区区 十 台 ，wo* 交 克 


1 


土 二 0 一 i -| 束 , 宅 ) ” 
。， ww =1, 
。 - 加 弄 十 多 
(2) 雪人 < 出 m -， 可 得 = 一生 
1 -~ 部 圭一 Ey 
jl 2: i 2 
这， 央 一 
1 + w 


此 并 区 各 十 学) 炸 十 名 之 6 


证 本 十 时 逢 嘻 室 ;部 


i | + |g ,| 十 逐 如 十 So 各 ww = |g| ?<1，( 因 1%| < 之 1). 
于 十 | ss 2 
这 标 ， 可 有 
《1 一 [zol 2 i el ,71 
ew 1 
1i. 【 解 ] 
1 |g gl = Cg 【《 一 久 作 
二 | 区 二 3 区 届 十 各区 十 生 划 | 寺中 棍 ， 
但 % 交 ,是 %:%, 的 其 旨 数 (为 什么 ?) 并 且 : 
[Sl + js + 2Rels ey) < sl {十 2 | 噩 ,| 


= sl? + [区 ?| 于 | =， 


= | + [%,| 7 
1 十 ss 二 


2 埠 鞋 ) 中 所 证 的 不 等 式 ， 应 用 于 “及 xi 一 2， 便 有 


忆 || 一 | 和 十 名 | 一 多 a < [ea 才 i 光一 名 


EE 一 | EE 一 5s| ‘ 
百 换 zz) 二 x,， 问 理 可 得 


入 一 多 | 来 二 = ~ (Cz) — {et ) 


玫 有 |x 一 % | 这 zl 一 gs， 


习 征 612.21) 


1.。 【和 解 ] 

1) ,的 并 右 半 平面 

2) 5 的 于 右 半 平 面 ; 

3) 带 域 ， 凑 边界 平行 于 实 轴 ， 到 实 轴 的 距离 分 齐 为 1a]， 
加 ， 

4) 了 闭 钊 开 ， 夹 第 边 是 从 原点 引发 的 两 条 射 绥 ， 它 们 与 正 实 轴 
的 变 第 分 别 为 与 月 

5)》 麻 轴 ; 

6} 圆周 C = 《xs: 12 一直 = 有 R}, 以 z, 次 中 心 ， 半径 为 R， 

7) 开 轰 域 是 %, 为 中 心 ，R 为 半径 的 圆周 的 内 部 ; 

8) 闭 贺 域 ， 贺 周 的 内 部 如 圆周 ; 

9) 卫 疗 环 ， 原 点 为 中 心 ， 有 RR，R' 为 半径 和 的 两 加 周记 围 成 的 区 


域 加 两 圆周 的 点 的 全 体 ， 
2. 【证 明 】 


因为 1(%) 在 圆 域 x| 过 1 内 一 致 连续 ， 邵 对 于 任意 的 *>0， 有 
6>>0 存 在 ， 泊 区 -2 <0， 蛋 和 
六) 区 | ls/ <1) 
内 点 到 《zj xl， 并且 适当 选取 六 ,， 合 当 2> 人 时， 


人 地 
| 型 | 一 
EC 


了 于是， 说 #>No， 炊 NN， 时 . 
之 一 多 | A Ee 各。 十 | 多 mw 一 cl < 


一 
有 
lim f(z,) 


1 


存在 ， 

3， 【证 明 】 

取证 域 }*] 一 1 内 任意 一 点 x， 要 证 fz) 在 %, 点 连 绕 ， 依 在 一 
虑 连续 的 定义 ， 即 对 于 任意 的 E>0， 有 62>0 存 在 ， 合 当 | ~ 二 之 6 
时 ， 就 有 

| Fw) — fo) | ie, 《1》 

因此 证 明 的 关键 是 对 于 任意 给 定 的 一， 如 何 去 求 5 .0， 人 使 
多 一 | 到 了 内 的 和 ， 注 趾 友人 -| 实证 且 有 (1) 式 
存在 ， 


一 1 - 
由 (1J ， 因 f(r) = 中 


1 1 bE 和 区 下 
li+w: + gi 1+ ?| (1 7 
_- | 2 + %| ge 一 : er 2 [ga | 
li 过 | 十 wy i+ | 圭 十 下 (2) 


但 |i+% :| 守 1 一 [zi := (~ zs|) (+ 1 守 1 一 |x' 守 1 -ji + 
CS;| ), (3) 
加 上 达 人 和 们 名 一 2 和 二 {xz? gi 由 C33 得 

+ 2 1- {ix +6) 0, 
于 是 (2) 式 公 戌 下 式 


1 1 | 2 
|1+w* 1 ~ [+ x Cl ~ + 8}) 


显然 令 


一 一， 出 得 
T+ wl Ci lvl ~ 6) 


E [E+wo 《一 |xof ) 

+E 二 + wl 
当 e 0 给 定 ，3 便 可 求 出 ， 我们 就 有 1) 式 ， 印 : 

对 耳 任意 的 :0, 有 52>0， 当 |z 一 xo 56， 和 便 有 (1)， 故 /(%) 
在 zx; 处 连续 ， 因 为 x,E{x: |% 一 <5}》 层 任 意 点 ， 即 f(x) 在 图 域 
人 z: |%| <1} 内 为 连续 . 

现在 来 证 (x) 在 f{fe; |%| < 内 不 -- 致 连续 ， 为 此 、 只 须 证 图 


= 


。 # 一 工 ， 
域 里 的 特 吻 点 ， (1 ) 式 不 成 立即 可 ， 贡 取 zi X21 
这 些 点 都 Ex: |x| 之 1， 南 生 
J | = 1 
1 TT » 
当 # 充 分 大 时 ， 为 任意 小 。 但 是 
] 1 I | 1 
村 一 
Cy 和 | 
#1 | 2 
2 上 二 nx—1 (CO#Y) 2 , 
] 
| 
| lL ] 
\ | dx | (4) 


这 时 ， 对 于 0<e<< 六 ， 尽 管 js- xj 可 以 任意 小 ， 但 《4) 式 


太 端 不 能 -<e， 即 一 + 一 在 图 域 lx| < 之 1 内 不 是 一 致 连续 的 . 


] + os? 


4。 【证 其】 
己 知 了 缠 数 大 xz 在 呈 册 连续 曙 一 至 连续 ， 故 对 于 任 一 2>0， 总 
有 有 6 汪 0 存 在 ， 合 当 
(jz, 一 | 6} 守 B 时 ， 有 
[fg 一 六 (| < 
对 于 这 样 的 记 ” 睛 热 有 


上 7 | 一 区 | < 人 5， 可 ，# 相当 大 。 
于 是 ， 

| 一 Sem Sal + 1 ol 

Fw < 或 [sp 一 | et pO 
依 Cauchy 收 敛 准则 ，!im f(zo) =% 必 存在 ， 


为 证 明 lim 了 (xs) 的 存在 写 {tzo 无 关 ， 我 们 另 芭 一 个 数列 {rz。}， 
xn -2 同 理 可 以 证 期， 
lim fsa) = V2, 
的 存在 ， 只 要 进 -' 步 证 明 ww =， 使 可 以 证 明 问 题 的 结果 ， 我 们 用 
反 证 法 ， 设 w 天 za， 着 令 |w 一生 :| = 2e， 
手册 二 式 有 (59) 一 < [f(sn) — Wl < 


及 E20 一 六 a = EN 加 wol 本 上 者 <6, 
|f (sn) 一 一 | 一 入 十 台 一 入 十 有 一 所 (2 人》| 


闵 [Ww 一 第:| 一 [Co 站) 一 部 *| 一 [Ce 一 w|i 


-一 44 一 - 


~ 此 上 
一 2 一 下 = EE, 
而 这 与 f(x) 的 一 致 连续 性 芳 丑 ， 故 w= wa， 即 lim f(xs) 的 存在 
盯 《se 的 选 拌 无关 
5. 【证 册 j 
因 海 基 s 一 2 味 站 0 故 对 任意 的 E2>0， 有 六 存在， 当 W2N 时 ， 


后 三 
~ 名 1 < 和 区 一 各 < 上 * 
Zz 5 


因 之 ,， 人 D(x ws) — (go Te)| = 区 sa 一 十 《各 一 加 | 


e E 


所 本 十 可 一 三 。 
| = 4， 则 对 于 任意 的 < 一 小 


-= | 区 一 | 十 | 入， 一 向 1 


加 我 们 令 MM=sup{ jls》， 
当 wz>N 时 ， 


它 


时 
| 区 。 一 2 < 4? | 一 各， rr 


从 国 
| 名 入 一 各 | 二 | 多 w 姑 本 区 十 区 5 各 一世 
一 [Zo Wn O— Wo) 十 各 必 各 一 守 0》 | = EM jw 


一 好 | 下 [wo [Sn ~ So 


地) 为 证 ， oy wl I 于 和 和， 


|% Wo 十 TA 客 0 他 | < 
[ws] Ji 


下 | 四 ;一 部 


Spl sn Za, + ys Wol 
< [wa] Tw / (1) 


如 时 (I) 的 右 端 ~.s， 和 问题 就 解决 了 ， 为 此 ， 设 | 加 = 人 4 天 0 《 因 加 到 
人 让 [x,| = 8B. 由 本 a， 二 和 故 对 十 尾 意 的 es 不 妨 设 0 


二 
号 有 总 存在， 便当 # 宕 N 时 ， 


上 = 
~ 2 ~ [Wy ,| < 


即 [wl 一 所 所 | 各 < 人 十 号 5 Em ~ 4 -esd 
代入 (了 使 得 
Sn 2 et Be 4 
WW 了 < 林 1: ” 


因为 右 端 的 24+B)7 4 是 常数 ，e 可 以 任意 小 ， 故 结论 正确 ， 
6. 【证明 } 


2 和 I i J | _ 1 二 = 
因 济 Po= 下 = (+ 工 | (1 5 ) (1 + 二 )(1+ j=n+1 


及 [和 | “= ‘A 十 |， 


F = 1 | ; | 
= Sat 各 = 1+ | 31- : 1 十 _ 
A 1 
| ! yz， | 
1 1 + 四 --] 1 1 
| ww \ 名 | | 二 1 
| 


0 = Arpe, :AT (+ -一 + 2r (+ 
5 ww > Vv 


1 


+ a (1 + 二 (mod2r), 


矶 


上 -| 二 & 把 艺 w | 二 arg(! + =) 十 arg(1 十 - 寺 ) 十 .,, 十 


arg(1 + -到 一 


lim— ff = lim i - Jim ?. 
np sn 已 对 一 1 Wp 1+、-- 并 一 sa arct 
g( pi 多 
_ 四 1 _ .1 i 
向 于 0 二 一 本 AACE [<: 赤 近 似 于 ) 
- 一 。 本 
Tiih。 Fe Pe! = lim of : 1 + 上 工 -1) 二 。 
用 -ty BC— | 几 一 下 中 玫 2 
依 Stp1z 定 理 ， 
Pn 1 
六 
7。 【证 明 ] 


去 线 可 以 看 成 是 半径 为 无 穷 大 的 圆周 .但 Jordan 闭 曲 线 不 通 
过 无 穷 远 点 ， 它 把 9 分 成 两 个 区 域 ， 一 为 有 限 ，. :为 无 穷 〈 含 ce 的 
区 域 ; 现在 要 证 其 直线 也 把 平面 5 分 成 两 个 区 域 ， 而 直线 都 要 过 
无 穷 远 点 ， _ 

现在 假定 直线 /把 5 分 成 其 部 分 G1 与 6,， 进 一 步 来 证 明 G, 与 6， 
部 是 区 域 一 连通 的 开 集 合 ， 然 后 再 证 明 / 是 6, 与 6, 的 公共 边界 ， 

为 证 G, 是 区 域 ， 取 任 -点 x%,。EG,，， 并 令 d=inf{ lz 一 zl ,xD. 
作 图 域 B(zs,,n) = kz: | 一 | 一 pp 过 4 显然 了 (xp) 王 eub 妈 % 是 
G, 的 内 点 ， 由 的 任意 性 ， 可 知 G 是 开 集 合 ， 为 证 开 集 6, 为 连通 的 
开 集 合 ， 我 们 任 取 两 点 x,，z，E€ G,， 用 直线 段 # 连 接 x1 与 x.， 则 上 
的 一 切 点 必 都 EG,， 不 然 的 话 , 则 # 土 至 省 有 一 点 了 ， 不 属于 G1, 则 
必 全 1 或 如,， 

如 果 PE 1， 这 意 昧 着 与 I 有 交点 P, 因 上 连接 x 与 zs， 于 是 x 与 *， 
必 有 一 点 €G， 这 与 %1 与 %: 都 是 6, 的 内 点 矛盾 。 如 果 PEG,， 同 理 
有 蔬 盾 。 这 样 说 来 G, 是 连通 的 并 集合 ， 是 区 域 ， 坷 理 ， 可 证 6, 世 是 


区 域 . 

为 证 :是 G, 与 6, 欧 公共 边界 ,我 们 任 取 一 点 %' EX， 并 作 %' 点 的 
邻 域 B(x'，p)，r 0。 刚 在 每 一 个 B(x'，P) 内 既 含 有 属于 的 成 也 
人 富有 不 属于 人 的 点 〈 它 含有 ! 的 点) ， 依 边界 点 的 定义 ，x' 汶 6, 的 过 
界 点 ， 辣 理 ， 在 每 一 个 Bx’, 让 内 苔 有 属 填 5G. 的 点 ,也 有 不 属 寺 G5, 的 
以 ， 鼓 x' 也 起 6; 的 边界 点 ， 因 此 x' 是 6G 与 56; 的 公共 点 ， 由 %*' 扎 1 的 任 
意 性 ， 准 :是 Gl,， 5 的 公 蒜 边界 ， 

3. 【证 明 】 z 

让 % 入 和 
于 是 得 方程 组 . 

#0 = xy, 1) 
战 x 与 ;和 解 之 ， 可 得 


一 一 


1 _ 一 1 wo 
A Vt 
nn 


EE 


{2) 
因为 要 满 中 《1L) 式 的 3x9 Vv， 鼓 x 子 7 的 值 只 能 是 两 织 ， 
2 = P=4 轩 ， 得 x 一 六 =4 及 2x 二 4， 显然 它们 是 网 
族 双 曲线 ， 并 互相 正 交 ， | 
如 果 把 % 与 分 别 表 示 成 极 坐 标 形式 ， 
w=0c0s0 + rsind), w - RcOst +isint) 
于 是 得 方程 组 
ReosQ = pcos:d — prsin:d = pcos20, 
Rsind = 2p:costdsing = p:sin2¢. 
这 样 得 R=p:， 9 =28+2Ex， 上 为 束 数 ， 
这 就 基 要 求 的 结论 ， 
读者 试 绘制 其 图 形 。 


第 二 章 ” 微 商 与 解析 明 数 


前 兽 说 过 ， 由 于 复 变 函数 最 初 伴随 着 实 变 函数 共存 在 数学 的 分 
析 领 域 ， 故 许多 基本 概念 与 定理 和 实 冰 数 的 胡 类 倘 。 这 在 第 一 章 已 
明显 地 看 到 。 尽 管 这 样 ， 不 能 认为 复 鲨 内容 不 过 是 实 分 析 的 推广 ， 
其 实 从 本 章 起 ， 当 问题 一 旦 小 及 到 复 变 前 数 的 可 微 性 时 ， 它 束 各 数 
学 分 析 的 实 冰 数 之 间 ， 马 上 表现 出 非常 深刻 的 落 异 。 原 来 ， 只 要 复 
变 羡 数 在 某 一 个 区 域 G 二 了 的 每 一 点 ， 都 有 一 阶 微 商 存在 射 ， 网 可 
以 立刻 推导 出 ， 它 在 6 的 每 一 点 都 有 任意 阶 导 数 存 在 〈 见 什 三 章 
$3-5) ， 不 但 如 此 ， 它 还 在 G 的 每 一 点 的 邻 域 (二 G6) 内 可 以 屡 开 成 
品级 数 〈 第 四 章 84.4) 等 等 。 解 棉 苞 数 这 些 特 征 ， 对 于 数学 分 析 中 
的 实 变 函 数 来 说 ， 都 着 难以 想象 的 ， 其 所 以 如 此， 最 根本 的 碌 抠 ， 
就 在 于 复 变 函数 的 可 微 性 比 实 挛 图 数 的 要 求 强 得 多 。 

本 章 的 主要 目的 在 于 建立 微 商 概念 ， 进 而 建立 起 解析 冰 数 概 
愈 ， 讨 论 如 何 判定 函数 的 解析 性 ， 即 复 恋 函数 成为 解析 获 微 ， 度 适 
合 的 条 性， 并 已 此 来 验证 初等 沙 数 的 解 术 性， 最 后 讨论 用 多 项 式 到 
近 函 数 的 问题 。 复 数 域 函 数 的 扣 近 是 复 变 函数 论 里 正在 发 展 的 宣 吉 
领域 。 


$2.1 复 变 函数 的 微 商 和 解析 函数 概念 


1. 微 商 和 微分 


没 区 域 G 的 单位 函数 为 w= 了 (x)，zEG 是 性 一 点 ， 如 果 存 在 
着 有 上 电极 腿 


lim fs 4) -f(z) (1) 
刚 称 这 个 函数 在 点 z 处 具有 导数 (或 可 微 的 ) 。 这 个 极限 使 称 为 
J 了 x%) 的 微 商 或 导数 。 简 记 为 (x)， 
如 果 相 进 dw = (zx) = 了 了 (xo x) 一 x)， 便 可 写成 
! __1: 地 站 区 Te 隐 病 pF 
7- 如 人 入- 名 -各 3) 

如 果 六 z)} 在 每 一 点 wsEG, 都 有 产 人 {x} 存在, 购 称 f(x》 在 右 内 
是 可 微 的 【或 可 导 的 ， 或 单 演 的 ， 

由 此 可 见 ， 微 商 的 概念 和 实 函 数 的 情形 在 形 式 上 是 一 样 移 。 但 
必须 注意 ， 在 实数 域内 ， 不 等 式 |4x| 二 5, 表示 着 点 “+ dx 位 于 0*% 
辅 上 的 线段 (x -人 x+ 人 0 内， 所 谓 《1) 式 的 概 限 和 存在，4x 一 0 
基 在 这 个 线段 内 进行 的 。 而 在 复数 域内 ， |4x| <5 家 示 着 所 “+ 反 
位 于 圆 域 Btz, 引 内 ， 极 限 (1 的 存在 ， 必 须 “ 不 依 加 于 把 名 上 
4zx 趋 近 于 x 的 方式 ”，。 因 为 z+ jz->% 的 幢 答 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 妨 
果 随 着 “+ 4%-x% 记 用 的 方式 (比如 所 洪 则 线 不 同 】 不 同 财 ， 所 得 
的 《1》 式 的 极 朗 f(x) 值 也 不 同 ， 称 六 =) 是 多 演 函 数 (polyge- 
nic) ,关于 这 种 函数 的 讨论 , 是 复 变 函数 论 的 又 一 ' 课 题 ， 我 们 把 “不 
依赖 于 x+ 4 如 一 xz 的 方式 ”， 棚 上限 〈1) 存在 ， 称 .Fx) 为 单 演 七 数 
(monogenic). 

关于 微分 的 概念 也 在 形式 上 和 实数 域 的 一 祥 ， 这 就 是 设 

名 =P 
:是 w= (Cf) tH de = Ss) ds td 
其 中 # 随 起 一 起 趋 近 于 ， 我 们 把 
Fs) ls 
称 为 各 的 线性 部 分 ， 设 遇 数 A(z) 的 微分 ， 
dw = (zd f(s) -经 


定理 1 说 六 ss) 在 2ECG 点 处 可 导 ， 出 在 x 处 连续 . 


I 证明 ]】 册 于 
linmnf f(s t+ dr) 一 站] = limdrf'(%) = 
故 jC%) 在 s 姓 连续 ， (证 毕 ) 


依 定 理 1, 可 知 设 (zx) 在 区 域 9 内 可 导 ， 必 在 内 连续 ， 划 
ft%) 的 连续 性 已 包含 在 可 微 性 之 中 ， 反 之 ， 并 不 一 定 成 立 ， 
[和 例 13 设 j(x) = Rer=x, 
显然 ， 此 函数 在 3, 内 是 连续 的 ， 忆 在 任意 点 钼 起 本 可 综 掀 ， 内 
为 姜 商 为 
dy dx 
dix = 
当 z 讼 与 7 轴 半 行 的 直线 ， 使 4 一 0 对 ， 此 时 ，4x = 0， 


当 x 泊 与 > 轴 平 行 的 直线 ， 合 dx 一 0 时 ， 此 时 ， 少 =0. 


Aw 。 dx 
] _ ”= 1] -二 
de sD HT 


极限 不 存在 ， 故 fx) = x 是 不 可 导 的 ， 
[ 例 2] 后 理 ,= 素 ，% 二 二 癌 在 和 内 是 连续 的 ， 但 对 任意 
一 点 越 不 可 导 的 . 


事实 上 ， 
dd 
二 py Ee DE Es 


当 4x->0 而 取 实数 时 ，ljim -他 -=1， 当 je0 而 取 统 虚数 时 ， 


ijim -4 _ - -1, 散 极限 木 存 在 ， 即 不 可 导 ， 


Pd 


关于 复 变 函数 的 和 ，、， 差 、 积 、 商 ， 复 侣 路 数 的 导 冰 数 定理 与 数 
学 分 析 的 实 变 函数 的 情形 ， 形 起 .上 一 致 ， 丰 不 一 一 证 明了 疗 ， 


(Ca) 设 了 (2z) =e { 复 常 数 ) ， 则 (xs) = 在. 
Ab) PA = jz) ， 
和 “ 点 二 1 


CY 工 扩 全》 六 人 和 天 (2 区 + (sf (x), 
9 FY fe) fe (2) -fi(%) f(r%) 
‘Ce) | Cf (ow) " 10。 
等 等 . 
2. 解析 函数 概念 


设 男 数 w=f/(%) 在 和 EC 的 一 个 邻 域 B(%0y p)CG 的 每 一 点 村 
数 产 (z) 者 存在 ， 则 称 (3%) 在 点 z 处 是 解析 的 ， 称 8 为 测 数 Az) 的 
解析 点 ， 

设 函 数 w =f/(x) 在 区 域 G 的 每 一 点 处 都 是 解析 芍 ， 则 称 / (%) 为 
GG 内 的 和 解析 酌 数 . 

这 里 要 特 别 注 意 ， 记 良 函 数 (x) 在 一 点 5 外 解析， 基 指 了 (2) 
在 Zz 某 一 孵 域 的 每 一 点 都 有 导数 存在 。 因 之 ， 对 村 区 域 6 的 一 个 
单独 点 ， 我 们 也 称 产 x)》 在 这 个 单独 的 点 解析 ， 但 必须 包括 函数 在 
这 个 点 的 邻 域 内 Bie, p) = C2;|% 一 4| 之 p} 的 各 点 都 可 导 ， 

上 有 这 各 例 子 ， 隙 数 在 一 点 可 导 ， 但 在 其 邻 域内 丁 数 末 必 是 可 学 
的 ， 

例 好 ， 政 数 xz) = xx 是 J. 的 连续 通 数 ， 在 原点 可 逢 但 在 忌 局 
外 非 解析 . 

这 其 轩 为 ， 邻 % = 十 27， 二 dx 十 2dy， 名 与 和 +dxs 尝 的 两 
局 。， 册 

二) — fx) _ xt ix) (s+ dr) ~ Xe 


me 


A x idy dx + Fy 


ey 


四 jx 
一 如 Ux tidy 十 可 Cl1) 


因为 当 x=0 时 ， /00) -lim = lim dx=0 
着 在 ， 所 以 jx》 站 点 x=0 时 是 可 微 的 ， 

得 f(s) 音 5 一 0 点 却 不 是 解析 的 。 因 为 当 s = 0 时 ， 三 50 站 在 ， 
而 在 多 =0 的 令 域 BC%: | ps 半 9 时 ， 比 但 1) 的 极 当 在 少 = 


0，4xrr0 时 ，lim-5 =x+xi 在 4x=0， 全 0 时 ， 为 lim = 


x*。 显 然 在 邻 域 8 内 ，xs 关 0 时， 比值 (1) 的 极限 不 存在 ， 也 就 是 
当 ss0 时 ， 户 (0) 不 存 企 。 依 定 闵 ， 国 数 在 xs= 0 点 是 不 解析 的 . 

内 之 ， 我 们 应 切实 注意 ， 所 谓 在 一 点 解析 的 示 数 ， 必 须 在 此 上 扎 
巢 一 邻 域 内 每 一 点 事 有 导数 存在 ， 

在 洋 虚 田 数 的 情形 下 ， 所 谓 疯 数 /在 区 问 (2 人 内 解 术 意 指 
在 祭 - :点 EC45) 的 侣 域 BCx0,p) 二 (4,5) 内 能 展 成 收 侣 的 莉 级 
数 的 连续 函数 ， 这 个 函数 0) 称 为 (4 站 内 的 解析 滑 数 。 在 本 书 第 
由 章 里 可 知 , 复 变 解 析 约 数 也 能 在 任 一 点 EG 的 邻 域内 展开 城关 
级 数 ; 那里 媒 证 明了 ,能 在 s 点 展 成 医 级 数 的 通 数 是 解析 国 数 , 这 与 
f(%) 福 加 的 邻 域 B(%,, Pp) 内 可 导 是 等 价 的 。 破 我 们 把 在 x,EG 及 其 邻 
域内 f(z) 存在 的 沸 数 ， 称 为 ,处 的 解析 娩 数 .有 的 书 称 之 为 正 
则 、 和 正则 解析 、 单 演 等 ， 我 们 统一 称 之 为 解析 函数 ， 


5. 已. 一 人 .条 件 (方程 ) 


我 们 从 解析 衣 数 的 定义 ， 可 知 复 恋 解 析 国 数 《简称 解析 函数 ) 
的 特征 之 一 是 这 类 复 变 阔 数 在 其 定义 域 G 里 的 每 一 点 都 是 可 微 的 ， 

解析 肖 数 的 男 一 个 特征 是 阔 数 人 2) = w+ i 的 # 与 ?满足 C .一 R. 
条 件 《Cauchy-Riemann (可 出 一 黎 室 ) 条 性 ) 

定理 2 了 列 数 = 上 xs) =#(x,7) +izlx,7) 在 区 域 G 内 为 解析 


的 必 权 条 售 是 画 数 x(xy) 与 ?(x: 力 具有 连续 的 偏 导数 -52-，-- 3， 


一 让 赤 


一 一 


我 们 把 〈1) 式 称 为 C .一 及 .方程 或 C. 一 民 ,条 件 ， 
[证 明 ] ” 设 在 6 内 ，/(%) 为 解析 ， 依 定义 ， 导 数 
oy md mn + Ori 
1 (= ‘xy 及 小 x tidy? “TiC0, (®) 
存在 ， 其 什 与 4z 一 0 的 方式 光 关 ， 填 炬 
对 dz= jx 一 0， 才 一 0 则 由 《2) 得 
1 dp 0 
(CD -im 人 (生生 (人 
令 4x=idy-0，4x =0， 则 册 (2) 得 


。 y+ Fp .OF Ar 
' 一 ] ( = 一 -一 十 一 - ~ | 
1 (=m Fy )= iy + 


既然 六 数 为 解析 ， 广 Kx) 的 存在 与 4z-*0 的 方式 元 光 ， 鼓 (4) 
与 《3)》 相等 ， 得 到 
中 下 ， DY 人 OF 


+ -一 和 一 二 一 
A Ox Tay dy 


由 之 屠 得 (1) 式 ， 
关于 嚼 一 个 结论 ， 四 个 偏 导 数 都 连续 ， 需 待 第 三 章 的 导 攻 数 
六 (xs) 连 续 ， 才 能 证 明 ， 这 平 先 承认 上 来 ， 


(证 上 毕 ) 
定理 5 阐 数 (x) =#+iv，%=*+#， 在 内 为 解析 的 充分 


条 件 是 # 与 v 在 点 (x,) EGC5, 处 有 过 续篇 导数 -了 <-，-B， -人 


5 存在 ， 且 满足 C. 一 R ,方程 


【证明 ] ”从 # 与 :的 可 微 性 出 发 ， 在 (%,) EG 的 邻 域 和 内， 由 
一 5 一 


于 侦 导 数 存 在 且 连 然 肥 中 值 符 理 ， 于 是 
A = dx + A) 一 区) 
sw [Hx dx + RX, + dy 
+ [xlx, y+ Ay) — HW{w, Yi 
一 4x nx + Odx, y+ Ay) + 4 5 nx, yt Ody) 
On 


六 中 0- 久之 上 本 “ll; ey £1"j Ax, 4 一 旦 总 于 0 . 


同 理 ， dy - dx 六 dy +edx+e dy 
其 中 Ely el 网 各 0. 
于 此 .， 
yw 1 | DR OR Da 
dz ls -dx+ 37 ) + i x+ By | 
+ te + fes) di t tes + ey dy| (二 
. . . od 
叉 困 z 与 r 人 对 于 .一 ,条件 ， 将 其 中 的 -有 ， -可 52 -分别 以 - 
! 
-一 代入 ， 政 
| (e114 ies) dw |_ J. dx| 
一 de ti | 
(sr tiE) dy | | dy 
(|= le ti a 
dv | dy | 
其 中 当 Bb IE} + re 0， 和 < ete, —*), < 
由 (1 ) 式 ， 
， 。 Aw Og Oy 
lim dr ax" 


由 于 偏 导数 存在 ， 故 广 (z) = im 一 全 存在 ， 即 定理 3 成 立 ， 


(证 毕 ) 

把 定理 3 及 定型 3 合 在 一 皮 ， 便 有 定理 4， 

定理 4 孙 数 w=/(%) = w(x 了) 二 2p Cx;y) 症 区 域 G 内 为 解 相 
鸭 数 的 作法 充分 条 件 是 #tx, 四 与 z(x,y 具有 连续 的 仿 导 数 ， 且 潢 中 
C. 一 上 R. 方程 . 

应 用 资 角 尝 标 与 极 仅 慰 章 的 英 系 ， 设 s= pe, 则 (x) = x(p, 四 ) 
+iet6,0), 此 CC. 一 有 .方程 为 

dx 1 Dy 1 8 _ av (A) 


ap pp 80 on 386 Dp: 


同样 ， 此 fs) = REx, etn, 则 4 .一 六 ,方程 为 


9R_R BR_ po 
Bx By Oy ax (1 


请 读者 自已 验证 (4) 与 (B) 两 式 的 成 立 ， 
依 C .一 RR. 条 性 ， 万 (人 性 下 表达 形式 ， 


fy = Hi ty td oR yi by ty (OY 
『 一 。 af 1 of 和 地 
或 / (0) rt ‘ 称 沪 形式 导数 ) CD) 
这 可 出 定理 的 《ce) 式 ， 得 形式 表达 式 ， 
! _ 时 并 .OF 0 。 加 of 
f(r i Br +it) = 


归 注 意 解 术 函 数理 论 在 数学 物理 中 的 许多 重要 应 用 , 都 与 C .一 
R ,方程 有 关系 ， 这 可 以 从 解析 滑 数 和 C .一 人 .方程 的 关系 来 导 得 . 
4 解析 函数 的 性 质 


(a) 75 在 C 内 解析 ， 财 必 连 续 会 21 已 证 过 ) ， 
(b) 如 果 太 (2) 与 f.(%) 在 GG 内 解析 ， 则 函数 


一 上 及 一 


由 (GD 六 人， 天 多 ， 广 Co) 所 


在 上 内 解 祈 ; 
(Cc) 设 p= 了 f(z%) 是 x 的 解析 函数 ， 而 x=$( 站 是 1 的 解析 函数 ， 
刚 了 (DD) 是 1 的 和 解析 六 数 ， 并 并 
4 人 
BD ) = 


或 ff" ($2)) -= 了) 和 (人 , 

这 些 性 质 ， 由 于 导数 定义 ,极限 定理 、 人 代数 运 算 的 法 则 、 复 数 
域 等 这 些 概 念 和 法 则 与 实数 域 的 逐 字 逐 名 相 类 似 ， 且 (6b) 与 (¢ ) 是 
成 并 的 这 里 具 列 举 而 不 一 一 证 明了 ， 

从 定理 2 和 定理 3， 可 知 忆 .一 及 .方程 很 重要 ， 辕 为 它 给 出 了 
判 列 苞 数 为 解析 的 可 靠 方 法 ， 

[ 例 1】 应 用 定理 3， 这 证 前 数 (2) = + 二 在 5 上 艇 信 ， 
站 学 出 它 的 CC. 一 R. 方 程 ， 

[ 解 ]】 没 了 (sg) =# 上 tip， 名 = 交 + 19， 于 是 得 

= No Ixy ++1, r=3%y— ysS,, 


于 是 -到 = 3x 一 3 这-= — Bxy, ~ 6x), -B= 3x7 一 号 和 
在 了. 上， 它们 者 连续 ， 且 合 于 CC ,一 及 方程， 
故 1(%} 解 入， 
【 例 23 设 上 蓝 数 
Fo) = xsr0， 大 0 =0, 


试 证 Asz)? 在 “=0 妊 不 解析 。 
【证 明 ] ”显然 函数 ftz) 在 “=0 处 连续 ， 在 4， 内 连续 。 
ft%) 的 实 部 与 虚 部 # 与 ?的 四 个 偏 导 数 在 原点 者 存在， 但 因 


go HE Bg (Nt) BX) ~ (x) (2x) 
各 ty x 二 ye 站 - (Xx? 十 作 ” 


当 ys=0 xnr0 时 92 -lim.* .= 
玻 ， 当 250, x*70 时 ,3 (0,0) m=1, 


x x 


0# | _ 
oy it0,0) 
目 满足 C. 一 R ,方程 ， 
但 上 (0 不 存在 ， 散 依 定义 ， 函 数 (x) 在 x = 0 处 不 解析 . 
[ 例 5】 设 通 数 w =f/(z) 在 6 内 为 解析 泛 数 ， 试 证 ， 
C1) 加 时 "(zs) 三 0，zEG, 刚 了 %》 在 G 内 为 常数 ， 
(1 如果 (x) 的 实 部 ， 虚 部 、 模 及 辆 角 四 项 中 有 一 项 是 常 
数 ， 则 六 ss) 为 常数 ， 
(ii 如 果 As 也 是 解析 画 数 ， 则 .六 z) 为 常数 ， 
5 证 明 ] 
(i) 内 为 设 户 (9 皇 0， 由 本 闻 3 的 (C) 式 ， 可 知 -3& ， 


-- Ov Or 
口 ] 一 一 re 三 三 一 == 
同型， ax |(0,0) 1, ay |(0,0) 1, 


0 Or ， 4 
-ee 训 全 为 0 ， 通过 对 实 函 数 的 积分 ， 得 & 与 + 均 为 党 


数 ， 从 而 /(z) 为 常数 . 
(iD) 设 为 常数 ， 则 由 -让 -= -让 -= 0 及 


1 
产 (s)》 = -5 13y 0 从 而 Fos) 怕 为 常数 ， 


局 理 、， 洒 zz)| 、aTgzx 为 常数 时 ，/(%) 为 常数 ， 
沙 如 62) 为 常数 上 时， 网 妇 + 关 < (常数 ) 得 方程 组 ， 
Dx ds DF or 


EO 
Ox | Oy 


0 如 0 
国 /) 解析 ， 将 -5 一 -5 -可 ~ -3 代入 , 解 方程 组 , 便 得 


OF 
Bx 0, 下 


从 而 xs) 为 常数 ， 


5. 单 叶 解析 函数 及 其 反 函 娄 


反 畏 数 的 定 浆 和 实 函 数 的 类 似 ， 

设 在 区 万 6 己 了 .内 给 定 通 数 W =f(x), 由 冰 数 的 定义 ， 妆 在 C 
内 变动 时 ， 对 应 的 函数 值 的 全 体 所 组 成 的 集 设 为 号 〈 理 沦 E， 各 和 和 
DD 是 集合 ， 实 用 上 是 区 城 ) ， 

我 们 在 局 内 取 尾 一 伞 KB 二 pi; 赠 克 域 右 内 必 有 一 乓 二 es 二 
得 菠 数 在 s, 雇 取 的 值 愉 好 是 w,， 邯 ， 

wy = (20). 
显然 的 信 可 能 是 许多 个 ， 因 此 了 内 任 一 值 w 将 与 一 个 或 多 个 x 的 值 
相对 应 。 这 种 对 应 确定 着 了 的 单 值 战 多 值 消 数 x= 了 Cw)}， 或 记 为 
x=/-'(w)。 我 们 称 之 为 =x) 的 左 函 数 。 习 慑 上 把 了 (的 自 普 

让 仍 用 sz 表示 , 称 F (2) 或 广 !z) 为 f(x) 的 反 函 数 ， 称 六 xs) 为 直接 
函数 。 例 如 ww = :为 直 防 函数 ，w= wx 为 反 函 数 等 ， 

如 果 Af(%) 与 Ft%) 都 是 单 值 洱 数 ， 称 之 为 双方 单 值 陆 数 . 

如 果 =) 是 GCS, 的 解析 沙 台 ， 间 2 到 2 时 ， 有 (%D 沪 
(zo)， 划 称 和 r=/{%) 为 避 的 单 叶 解析 洱 数 ， 世 为 单 叶 性 区 域 . 

数学 分 析 中 兽 称 ， 在 区 间 其 内 定义 的 连续 单调 增加 减 小 ) 的 
函数 7 =jx， 在 其 遂 数 值 所 在 的 区 测 工 内 必 存 在 单 值 反 函数 “= 
/WW) ;上 及 秒 数 在 Y 内 连续 、 单 调 增 加 《 诚 小 )， 

症 复 迹 育 数论 里 有 下 面 的 定理 ， 

定理 5 单 叶 解析 请 数 A(x)，% EGCS, 的 一 阶 导 数 六 (2 去 
0，zE CC 存在 反 国 数 5= 广 5 的 ， 广 La) 仍 是 单 叶 解析 治 数 ， 上 DD = 
AG) 仍 是 单 叶 性 区 域 ; 且 


1 
CA =1， 戌 CF (w)D' = Fy 


0 0. 


0， BE 


关于 这 个 定 还 将 在 第 六 章 引 .2 一 2.3 里 予以 证 明 。 
$2.2 解析 函数 与 其 和 和 国 数 的 关系 


1， 调和 国 数 概念 


所 谓 油 和 函数 ， 就 是 这 样 的 汲 数 xx 门 ， 它 是 7 的 二 元 实 
函数 ， 它 在 区 域 G 王 .内 县 有 连续 的 二 阶 仿 导数 ， 且 满足 微分 方程 
(或 称 Labjlace 方 程 ) ， 


设 两 个 二 元 实 隙 数 #zCx,) 与 vx 人 都 基 区 域 5 忆 $ 的 调和 疯 
数 ， 且 满足 C .一 人 ,方程 。 则 称 它们 为 共 辆 调和 函数 ， 


2， 解析 阔 数 与 调和 函数 间 的 关系 


设 函 数 w = 了 (z) = #(x,》) +iv(x;))。 在 区 域 G5 内 和 解析， 了 且 
# 与 ? 在 口内 部 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 由 第 三 章 ， 我 们 将 奢 到 ， 如 
果 fz) 在 6G 内 解析 ， 则 f/'(%) 在 G6 内 也 解析 ， 因 之 ， 了 (%) 的 二 阶 
偏 导数 为 ， 


OH .dr 
Hr 一 十 
f (z) Ox: Dx: 


存在 ， 故 * 与 的 二 阶 篇 导数 存在 ， 出 1"(x) 的 连续 性 ， 便 知 这 些 偏 
导数 也 在 G6 内 连续 。 于 是 


OF _ Os O# _ ds 

Ox 如》 9 dx 
进而 有 

Ox _ Os OR Or 

Bx! 3xgy Ay’ Oyox 


相 加 ， 得 Laplace 方程 ， 


合 3 下 Dx 
岂 系 二 一 一 -十 一 一 二 
dw: ay 2 


同样 ， 有 4 一 二 二 10 
这 桩 一 来 ，* 与 ?都 满足 Laplace 方 程 , 且 满 足 忆 ,一 上 RR. 刘 程 ，# 上 与 tv 是 
共 罗 调 和 冰 数 ， 

这 样 说 来 ， 当 阔 数 w= 了 (zx) = (x, 7) +Yv(X,7) 是 GC5, 的 解 
析 沙 数 时 , s(x, 四 与 s(x, 都 是 调和 函数 。 由 于 它们 满足 C. 一 及 . 方 
程 ， 玻 它们 又 是 共 元 调和 沙 数 ， 

对 于 尾 辣 选取 的 两 个 G 内 的 调和 耳 数 # 与 ， 所 组 成 的 沿 数 #+ 
i 一般 说 来 ， 不 一 定 是 解析 沙 数 ， 这 是 显然 的 。 要 使 #+iz 在 避 内 
解析 ， 必 须 这 样 做 ， 任 取 一 个 调和 画 数 w， 就 可 以 用 己 , 一 及 .方程 来 
依 定 如 杂 已 知 dx=0， 亦 可 确定 z。 由 于 


dv 一 Li d 


Y， 


Ov OF On 
dxX+ 一 一 -= 一 十 
3 Ay J Dy dx Ox 


『 于 
则 得 “= | (常数 ) ， 


tgr yl Oy 人 


其 中 ， 《xn yo EG NEG, 是 实 常 数 , 这 样 确定 的 +s 除外 是 了 唯 
一 的 ， 

这 样 现 定 和 的 # 与 sv 所 共同 构成 的 函数 #+iv =f(z), 必 在 6 内 诈 
析 ， 

【 例 1] 设 w(x, 让 = 一 3x 太 ， 试 求 站 (x) =#+i， 

【和解 】 设 #= 了 一 3x37，H .一 BR. 方程 ， 则 


OF ,0 OR eo 
Bx by 


解 之 得 ， "= 一 3x 生 十 及 (x) 及 由 (x) =3x0, 区 (三 2 二 《上 共 中 (为 
铺 数 ， . 


二 + + 
昆 然 z 与 ?者 满足 Lapjace 方 程 ， 故 


Fw) = HF) tow, Bly tC 3X7 + +e) 
= i(s! te) 
为 所 求 的 解 机 国 数 。 

一 舱 地 说 ， 下 列 定理 成 立 ， 

定理 1 对 于 每 - ' 个 在 单 连 通 区 域 5GC3， 内 的 调 利 辫 数 x(x， 
;都 可 以 枸 造 一 个 6 内 的 解析 函数 (x)， 以 #{x, 加 为 实 部 或 为 典 
部 ， 可 能 只 辩 一 个 常数 《 实 或 纯 卓 数 ) ， 

由 以 上 所 论 ， 调 和 函数 和 解析 一 数 之 局 有 如 此 的 希 切 关系 ， 必 
然 由 于 解析 函数 的 重要 性 和 实 由 意义， 而 带 来 调和 和 隙 数 的 重 此 意 义 
和 实践 的 意义 。 例如， 调和 函数 在 物理 上 反映 了 大 漠 的 客观 事 笋 珊 
律 ， 平 面 稳定 流动 在 无 源 无 旋 区 域内 的 势 画 数 与 流 函 数 ， 平 面 表 屯 
场 在 无 电荷 区 域内 的 势 男 数 与 力 琐 数 ， 于 奋 热 流 场 在 无 热源 的 区 域 
内 的 流沙 数 与 温度 ， 等 等 ， 都 是 调和 函数 。 诈 且 在 流体 力学 上 ， 从 
热 押 数 不 难 导 得 稳定 平面 流 场 的 复 势 〈 解 忻 国 数 ) /(%)， 与 复 速 度 
了 (x)， 因 之 ， 美 于 调和 函数 的 概念 和 理论 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 
产生 了 许多 推广 。 如 亚 调 年 数 ， 光 重 调 和 图 数 等 ， 并 在 数学 物理 
方程 和 积分 方程 的 问题 中 ， 有 了 广泛 的 应 用 ， 


习 题 (2:1) 
1。 谨 区 域 扣 的 国 数 =z) = 十 1， 名 =%w Fi 在 避 内 有 连 
续 的 偏 导数 ， 依 变换 x = 子 (z+)， 儿 = -也 (> 一 中 ， 斌 证 ， 


of 1 (oi Yl ), 
dx 2\ Ox ay/’” Di Zox dy 
of 


“一 总 


站 有 
2 。 癌 卜 列 呆 数 ， 
5 CS 


嘱 引 为 解析 羡 数 ， 为 秆 么 ?4 
3。 在 习 是 1 的 假设 下 , 度 # 与 具有 连续 的 二 阶 侦 导数， 成 证 : 


2 本 2 六 
of of ,3Y 


Ox: Or Dd 
4。 试 本 满足 上 到 条 件 的 解析 郴 数 (%》= #75， 
De: H. f(1) = 0， 


x ye 


:2 4= (+1), 日 f(-7)=i 
壕 求 下 到 图 数 拆 室 膏 各 旭 人 于 ， 胡 .一 RR. 廊 得， 


(DD Ls et, gS,, 


1—% 


tl 
申 


1 
可 
6， 试 证 ， 琐 数 A(z) 与 f(s) 在 5, 内 同时 为 解析 汪 数 . 

7， 坛 证 ， 两 数 有 (5) = xx 在 9。 上 连续 ， 当 5= 0 时 可 学 ， 但 在 
4 上 不 是 解析 畏 数 ， 


=. 


一 
4 | 
ee 


(x 二 二 ), 名 人。 名 Cs,, 


$2.3 菜 些 初等 函数 的 解析 性 


初等 复 变 一 数 是 复数 域 的 慨 简 单 ， 服 基本 的 第 用 的 王 数 类 ， 它 
的 许多 性 质 和 实数 域 的 实 变 函数 的 相 类 似 ， 是 实 变 函数 性 质 在 复数 
域 的 推广 ， 得 在 推广 的 寺 程 中 ， 出 现 了 许多 新 性 质 ， 如 指数 玫 数 的 
周期 性 ， 对 数 函 数 的 元 穷 多 值 性 ， 正 获 函数 各 余 扣 孙 数 的 模 的 无 
界 ， 等 等 ， 从 这 些 还 数 的 特性 来 看 ， 具 有 这 类 函数 从 实数 域 推 广 到 
复数 域 后 ， 才 较 完 满 地 揭示 它们 的 本 质 ， 

这 一 节 主 要 讨论 初 竺 函数 的 解析 性 ， 这 可 从 它们 的 可 微 性 来 判 
讶 。 

我 们 把 初等 代数 辣 数 和 初等 超越 溺 数 合 称 初等 函数 ， 什 么 书 初 


等 代数 吨 数 呢 ? 


1. 初等 代数 示 数 
把 复 变 数 x 和 常数 经 有 限 次 的 +、- 、x 运 算 记 组 成 的 蚁 煞 称 
为 多 项 式 或 有 理 整 式 ， 其 形 为 
有 5) = + TT A (FO). 
称 为 nn 次 多 需 式 ,# 是 正 整 数 。 设 w 适 合 方 程 ， 
P+P,(r)w + PCr}w :+ + rt PCE) "=O, C1) 
其 中 Pi(%w)， 目 = 0,1,2,…,# 都 是 x 的 多 项 式 ， 我 们 称 w 为 :的 代数 
函数 . 
当 # =1， 了 ,C(x*) 为 常数 ，w 为 x 的 多 项 式 ， 当 # =1，P。(%) 非 常 
数 ， 称 ”为 xs 的 有 理 分 式 艾 数 简称 有 理 函 数 ， 它 是 多 项 式 的 商 . 扬 谓 
初等 代数 耳 数 就 是 能 由 (1， 式 解 出 的 x 的 显 歼 数 ， 
非 代 数 画 数 的 荐 数 称 为 超越 函数 ， 
每 一 个 常数 是 一 个 解析 机 数 ， 其 导数 为 0 。w=s 是 最 简单 非 
常数 的 解析 沐 数 ， 鞭 导数 为 1 .因为 两 个 解析 函数 之 和 与 积 仍 是 解 
P(x) = a t+ Ast dw t et Ay, dO 
仍 是 平面 4。 罗 解析 转 数 ， 凑 导数 为 ， 
Pitw) = a+ Da + HA, 
依 代 数 基 本 定 圭 ， 当 # 宇 1 时 ，P (zx) 在 5 上 宝 少 有 一 个 零 片 ， 记 
谓 零 点 ca, 就 是 使 P(e) = 0 的 点 ， 因 之 ， 可 写成 连 飞 积 ， 


Pls) = as og tg -ac 
点 二 | 
其 中 wm，as，…，an 部 是 了 {zx) 的 零 上 后 ， 如 果 其 中 的 sc 有 天 个 相隔 ， 
则 称 x 是 P(t%) 的 14 阶 零 点 、 这 时 
Plx) = Cs— a "P(x}, Pa(%2)S0, 
扩 中 Pla) = P'(a} = = py -0， 询 Pi 0, 
设 pt%) 与 0%) 的 为 多 项 式 ， 寺 万 公共 零 点 ， 依 定义 ， 


R (zx) = 二 (2 


OQ {%) 
为 有 理 阔 数 ， 
2. 幕 函 数 和 根 式 函数 
DD 窗 听 数 


把 形 如 =w"，# 是 正 此 数 的 函数 称 为 宕 函数 。 这 类 函数 在 
9. 上 为 x 的 连续 函数 ， 而 且 导 数 


w= f(s) = lim 必 十 人) pr ES,. 
本 Ai 


存在 ， 玖 x" 为 ,的 解析 通 数 。 当 zw 志 0 时 ，/ '(%) 夺 0, 
多 项 式 的 每 一 项 静 是 上 族 数 ， 每 一 项 叉 都 解 术 ,于 是 水 项 式 
Pr) 六, 的 解析 肖 数 ， 


加 函数 >= 一 


这 个 函数 显然 是 上 述 宪 函数 x” 当 #= ~1 时 的 情形 ,在 第 32 页 
中 我 们 已 经 说 明 过 ， 它 是 道 元 素 ，%…%"'=1，z 刀 5 “= 当 


XX0 时 ， 它 在 9. 内 解析 ，( 一 )】 = - 之 ，xzs0， 


首先 ， 这 个 函数 所 作 的 映射 称 为 反 演 映 射 ， 它 把 5 的 原点 和 
无 穷 远 点 分 别 映 射 成 5。 的 无 穷 远 点 和 原点 . 把 邻 城 B00, 二 Yo 一 全 
Beco RD) 5; 把 B(o0, RR)CS 一 站 B'(O0, 0 过 4。， 基 于 滑 数 p= 
二 的 这 个 特性 ， 我 们 利用 它 ， 使 对 图 数 f(x》 让 3(coy 有) 内 性 版 


的 研究 ， 转 化 成 对 f(z) 在 也 (0 各 内 性 质 的 研究 ( 参 奢 $4'8-2， 
36 4 一 1 等 ) 
其 次 ， 如 录 把 两 对 应 复 平面 4. 与 Yo 重合 〈 轴 都 重合 ), 于 是 w = 


xz 
1 |z| i%| 
即 
[gl [wl = 1, 
args = 一 AfPS = 有 全 名。 1) 


怎样 作出 《图 2.1》 和 和 w= 名 = 过 点 呢 ? 


以 9 为 中 心 作 单位 加， 过 x 作 Ox 的 重 线 交 单 位 圆周 于 召 点 ， 过 
互 作 阅 的 切线 与 0x 的 延长 线 交 玫 % 点 ， 然 后 作 关 于 Ox 轴 作 交 的 对 称 
点 有 即 为 所 六。 即 


一 一 - 一 一 


事实 上 ， 巾 几何 性 项 ， 可 知 Dx: 0 = 0 吾 : Ow, 即 得 (1》 式 ， 
这 样 已 知 点 2%， 便 可 在 DOx 的 延长 线 上 ， 由 《1) 式 的 lx | 人 z| 
= 而 得 到 局 %。 央 作 因 的 潜 于 Ox 轴 的 对 称 吴 丈 ， 便 得 天 点 ， 


w= 


我 们 把 从 点 到 虑 二 的 映射 (变换 ) 称 为 反 演 映射 变换) ， 


或 称 关 于 单位 圆 |x| =1 的 上 反 演 映 射 、( 挛 换 ) ， 

我 们 把 满足 关系 式 1》 的 两 点 xx 与 %: 称 为 关于 单位 赔 半 时 对 
称 点 ， 当 然 x 与 * 要 分 别 位 于 加 外 和 贺 内 ， 并 位 于 用 原点 引出 的 射 
线 的 站 一 出 ， 

媚 果 以 4 万 中 心 任 …… 曾 半 = {sw: 光一 可 =R})CS,, 态 z1 Eintr, 
2 全 eXtr 且 辐 位 本 从 图 心 4 出 发 的 射 级 的 同一 侧 ， 我 们 把 ,与 x; 汪 
中 关系 式 ， 

= 及 《2 ) 
时 ， 称 为 关于 辆 周 * 的 对 称 点 。 (参看 由 .1 一 全 

显然 ， 满 足 (1) 式 的 点 zx 析 “是 满足 (2) 式 的 特殊 情形 

3 根 武 亏 数 

惨 w 圭 0。 我 们 把 w= %” 的 友 阔 数 ， 记 为 ， 


-- 1 
二 一 us， 8 是 身 然 数 ， (1) 
称 % 为 友 的 1 次 根 式 函 数 . 习惯 上 ， 把 Ws 称 办 x" 揭 反 遂 数 ， 
如 果 令 ss=p8 人 CG, p=reit, < .x 


] 
P=+", 9 = $+ a E=0, 1,2, *, #—1 


这 时 (1) 式 有 # 个 分 枝 ， 
wn A .=0, 1,， Ds, 敬一 1 


当 天 -0 时 ， 辐 =r 0 rg sr) 是 # 个 分 核 的 主 
校 ， 

我 们 把 平面 9 从 原点 沿 止 实 轴 剪 开 ， 得 区 域 E = {3,~ Rew 之 
0，Ima =0)》， 疼 数 % = 几 w 便 在 忆 内 单 值 连续 ， 这 个 函数 的 值 


一 bi 一 


城 ， 因 9= 全 , ( 皮 然 0<<argz<2m) 自然 是 0<cargs<2， 即 着 数 
二 2 的 单 旧 性 区 域 G1 为 衣 域 ， 


Cn = 120<argz<， 站 <- [| = p<o0) 


(参看 $6:6 一 1) 依 82:1 一 $ 定 理 5 ， 可 知 在 角 域 G6 办 ，z =s” 起 
华 叶 解析 弟 数 ， 它 的 肥 阔 数 z= yw 在 了 内 也 是 单 叶 解析 ， 并 二 
np (一 _ 1 - i 1a 1 ,| 
人 
习惯 土 ， 称 < 是 x" 的 反 孙 数 ， 可 :起 
dy 
2 YT 大 ” 


同 理 。 具 他 分 枝 z+ 也 都 是 了 内 的 解析 消 数 ， 


5. 指数 函数 和 对 数 函 数 


电 指 数 函 数 及 其 等 性 
应 用 Euler 公式 ， 称 
65 — aie (COsy 十 放手 和 区 一 区 十 让 后 二 
为 指数 务 数 ，r* 是 模 je ，? 是 辆 角 Argz， 洋 部 、 呀 部 为 : 
HN) = CS EN YY) = 6SINY, 
有 的 书 把 "写成 expz，(txPp 是 exponcntial 《指数 的 ) 博 与 )。 
指数 函数 :具有 以 下 的 特性 ， 
IT》 当 ?=0 峙 ,ef=2 而 让 ， 
2) ex 在 5 上 解析 ， 依 人 .一 信 . 条 件 及 价 导 数 存 相生 过继 来 


BY Eigr2 = rtt ia CoO yt yp) FSIN CF + I = et 


4 ) 为 出 27i1 为 周期 的 周期 随 数 ， 内 为 


Bt = Erotik eCOSC YF | Dkr) t+ ISin (CF + 2kr)) 


= ev, (4 为 整数 ) 


故 2Amx;i 是 ”的 周期 ， 业 = 1 时 ,周期 最 小 〈 基 本 ) 为 2rf。 
除 此 而 外 ，e" 没有 其 他 辕 期 、 否则 ， 证: 是 它 的 周期 ， 佐 半期 
苏 数 的 定义 ， 应 有 ， 
er ips, Hilei=1= cos2trr isin2kr = et™, 
= 2 上 是 否 数 ， 
琴 此 ， 半 期 是 指数 表 数 拓 的 特征 之 一 ， 
地) 对 数 国 数 Logs 及 logz 
在 实 变数 的 情形 下 ， 通 常 是 把 对 数 函 数 lay 或 og 定 处 为 指 
数 函 数 = 所 的 反 丙 数 。 我 们 用 同样 的 办 法 来 定义 复数 域 的 对 数 
设 取 任 意 芍 复数 x，z 万 0, 我们 把 满足 方程 式 ， 
二 多 
的 * 称 为 z 的 对 数 备 数 ， 并 记 为 
» = 上 Ogx。 
现 合 WwW=#+iy， 二 p(coOs0 + fsin08}， 得 
eir -plcost+ising), 
efCos + ISIN?)} = pltcost + fsind), 
于 是 
es =0= | COs = COSO, sinv = 5 人 
#=logp -log zl sg=60+26r, 上 江 整 数 ， 
“ep =i og iz| +i(args + 2kn)., 
我 们 有 Log2= 友 = log lz + tatEz+o2Kkr)， 大 为 束 铬 ， 
在 这 里 ， 当 点 z 寺 0 一 定时 ，ilog lz| 是 唯一 确定 的 ， 侧 Args%= 
afg% + 2kx， 卡 是 整数 ， 是 无 窃 多 值 的 ， 故 
Lopgs =log zl + Args 
是 无 游 多 什 的 函数 。 这 是 从 指数 函数 e* =x 的 周期 性 也 可 以 项 见 到 
的 事实 ， 
我 们 把 Argx 的 主 值 arg% 《一 x afgxsz) 所 确定 的 值 ， 作 为 
Logx 的 主 什 或 主 枝 ， 并 记 为 1og8x， 如: 


一 69 一 


logz = 1og | tiarge, -arg%<n, 
团 Log%s = lopgs + 28ri 上 是 整数 . 
“和 起 正 实 数 时 ，argx=fD， logx= ]og |z| 。 这 便 是 普通 的 对 数 
沿 数 。 因 此 可 以 说 logz 是 通常 ( 实 ) 对 数 国 数 在 复数 域 的 推广 。 
[i] logl =#, Logl =]ogl iArgl = ?kni, 
logpt—1)}=rxi, Logt—1)= (2k+1)ni, 


logi = 本 Log: = (2£ + jn 
Los{2+37) :log |2+37 +iarg(2 + 37) + on? 
= 也 1og13 二 i(arctg + 2kn) 下 汶 整 数 ， 


现任 米 讨论 Logz 的 主 枝 1iogx 的 解析 性 ， 
正和 完 ， 由 村 log% = 二 log |z| Tiargs,% 和 DO， 当 将 和 扫 0 时 ，1lo 名 站 | 
和 在 下 而 2 上 到 处 连续 但 args 奉 原点 未 定义 ， 在 负 实 轴 上 不 连续 ， 
这 是 因 汶 ， 在 负 轴 上 任 取 一 点 P 了 Cx, 0)，x<0, 则 当 点 x 从 二 六 
平面 一 一 PCx 0) 时 ， 
lim argz = lim ArpEtN + 区) = OF 


rz 上 


而 沁 % 龙 5 从 下 尘 平 面 一 Plx, 0) 时 ， 


Hm args= lim arg(tx +1y) = ~— A, $<, 
PF - 了 * 必 


由 起 可 见 ，afrgx 在 负 轴 上 不 连续 。 

册 于 多 = 时，1Lo8g |%] 及 afrgx 无 意义 ; 在 负 轴 上 argx 不 连续 ， 
均 把 5. 从 原点 起 浩 负 轴 尊 开 〔 即 去 掉 《xs0， 7 =0})， 得 区 域 G = 
CO0 yy=0， 博 数 ]og|g +zafgx%= 1ogx 在 如 内 ， 当 z EC 
洗 任 一 曙 线 一 2 时 ， 慨 限 


lim log% =1opg%, 


本 一 区 由 


者 存在 ， 故 log# 在 内 连 千 ， 
县 次 ， 依 给 -1 一 5 定理 5 ， 主 枝 logx 蚌 所 的 反 国 数 ，logs 在 
区 域内 解析 ， 甩 


:= li 
(log%) {ew Ea. -A 


至 于 Log% 的 其 他 各 分 枝 logrz 的 解 棉 性 ， 可 癌 样 证 明 ， 
关 为 + 是 以 2xi 为 周期 的 基数 ， 它 的 单 叶 性 区 域 是 以 平行 十 实 
轴 的 两 条 直线 为 边 , 宽 为 2 的 带 城 .这 就 是 对 数 函 数 logz 的 伍 域 0， 
用 ;= {wi OImy< ?nr, -00 Rw oo}，( 参 看 四 :6 一 2)， 


同样 可 以 证 明 函 数 lo0g(l + 在 3 平面 上 从 一 1 二 六 货 辑 到 一 
音 和 天 所 得 的 区 焉 几 解 析 ， 且 
[Clog (C1 + 2)! = 


hr 
wp 


尖 寺 Logz 太 下 述 性 质 : 
Log{gs,) = og zw) + iArptlys,) 
= 1og |x! + 1og ix,| + fATRS, + fATES, 


= Log%, + LoORg,, 


Log~! = log | tiArg + = Log%, 一 Log%,, 和 独特， 
其 中 %、zs2<0、oo， 这 些 性 质 可 以 类 似 十 实数 域 时 的 证 明 ， 
4, 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 


中 二 角 两 数 


找 们 太太 er 把 千 忒 ，S1in% > 


| 


E. Lei” 一 此 Es),， 


| 


cosx = 末 (i+ 人们 ， 分 别称 为 正弦 函数 和 余弦 函数 。 
1) 当 < 为 实数 时 ,它们 就 是 实 苹 数 ， 并 保留 许多 性 质 . 
训 ， CoOSC— 2) = COS%, S1H7 一 各》 二 ~ SIs 
(SIng)! = COSZ, (COS%)!= 一 Sinz 
sin:% +t cos:% = +, 


Sli2%s = 98inoCOS& COS35 = Cosix 一 Sin 5 泪 等 ， 
这 些 公 式 都 可 以 其 定义 来 导 得 . 
3) 湖 %|， 名 = 时 ， 出 ]， 
Sin {gg| 十 部,)》 一 SIN%COSS, 土 COSSISINS,。 
COSK 和 | 土 吕 ) = COSZICOSS, SINSS1N%,, 
3 ) 国 数 sinz 为 本 半数 ，coss 为 则 函数 。 
这 可 由 对 实 变 闭 数 痛 、 人 情人 性 的 检验 来 证 明 ， 
4) sing 及 cos% 的 零点 分 别 是 上 x 和 ( 《+ 可 jz 其 中 站 是 
牙 数 。 
种 实 上 ， 应 Si 多 = 0, 中 二 es 一 上] 
Ei 二 
%=X+iy = kn, k 古 整 数 ， 
同 理 ，coss 的 堆 扎 ， 是 万 种 coss = 0 的 根 ( 上 + 二) 


ri 
EE FY .> 


5 Sn05 .与 


5035% 表 是 以 2 (上 为 向 数 ) 为 周期 ， 以 275 为 最 
小 周期 (器 基本 周期 的 局 期 胃 数 ， 


事实 上 上 ，siafg 二 2n) = 二 Ce Fk) gt 
? 


dl 


一 Yeti ws ge 6 
a 
ly 
二 了 一 下 flx :yi 
2 
ge i 


= -一 -一 -一 一 二 S11%， 
nr 


rl 


同 理 ， 可 证 cos% 以 2z 为 同期. 
它们 者 在 太 = 圭 时， 为 最 小 周期 2mr， 
6) sinz 和信 cosz 部 是 xzEJ4- 的 解 机 是 数 。 
这 训 以 从 后 及 六 的 解析 性 米 证 得 ， 
_ 72 -一 


里 于 其 他 的 三 角 疼 数 ， 如 正切 、 祭 切 . 赴 割 、 祭 割 分 唱 用 下 滑 关 


系 式 来 定 包 并 记 为 ， 
党 i 
tg% = — S11 ， et 一 0% 马刀 二 1 全 外 必 一 一 一 一 二 ， 
忆 训 3 充 1 二 之 让 们 写 名 号 1 位 艺 


其 中 tx 和 ctg% 孝 基 以 z 为 最 小 周期 的 周期 隔 数 ， 并 分 别 在 
去 掉 x = ( 志 和 了 去 质 x = hz 的 9 平面 上 解析 全 为 台 狐 ) ， 并 县 


(tgs)” = oa? {Ctgw)" = + CtEE= 一 tg (T+). 


ain 

必须 注意 ， 尽 管 正 总 、 人 余弦 函 数 直 实数 推广 到 复数 时 ， 有 许多 
人 性质 在 推广 过 程 中 保留 着 ， 但 不 是 全 部 ， 而 在 部 分 ， 例 如， 在 复 窗 
数 的 情形 下 ， 不 能 说 ns 安 1， 上 或 jcoszl 所 1， 因 为 通过 计算 ， 


-。 _ 本 
Si = 21 .177， COSF 4 


一 般 噶 讲 ，sins 是 无 办 的 ， 和 二 了， 
秽 如 ， 今 x = + ?>0 时 ， 则 


1+e:? 
Noy 上 


i 


， 1 i 3 
51lg% = Le 一 一 
DF 


因为 (1 一 ?这 00， -，。 总 in%| > 1， 和 并且 


. Ee y ， BY 
1 生字 a nx 于 了- 


。 站 一 了 
COSX. 
上 


1 1 一 rp 一 站 字 
lSingl = VIC re SS 


Ve yp 9cosoxw 
oo， :sin%| 一 oo。 
* 国 反 二 角 函 数 
毁 然 二 角 靖 数 可 上 由 指数 隔 数 来 定义 ， 自 然 会 预料 到 反 三 角 阔 数 


与 对 数 丽 数 有 关 ， 下 面 说 明 反 三 角 函 数 是 用 对 数 冰 数 米 囊 示 的 ， 
设 函 数 “= siny = pz) 。 我 们 把 正 艾 函 数 的 反 秃 数 称 
汀 及 正 驼 请 数 ， 记 为 


米 二 AArcsinsgs, 
由 一 字 人 后 一) 可 以 得 出 v= 放 + v1- ， 妈 


w= Arcsins= —iLopg(iz+ wl— ww: ), 1) 
担 于 v1 一 %: 是 请 个 值 ,对 数 函 数 是 无 穷 多 值 , 才 Arcsinx 是 无 穷 多 
值 上 数 。 当 根 式 与 对 数 郁 取 单 值 时 ， 反 正 芯 医 数 也 是 单位 .并 记 为 
arcsin% 甩 

w = afrCSin% = — 7|og(is tw lg ), (C2) 
称 为 Arcsinz 的 主 值 或 主 枝 。 


Ws = +I, w= — ilog{tti) = ~ iclog |+i] +iarg t+)) 


= 土 .天 
十 亲 ， 
当 g< 半 土 j 时 ， 让 一 竺 的 两 个 值 ， (2) 式 的 
(x+wIT-2 lx- vl- )=—1. 
两 闫 取 对 数 并 滋 以 ~- 二 得 
[logis + wv 1— go: ) logfrs ~ 1—% )) 
= -ilog(-1)= +x, (3) 
(3) 式 两 端 部 是 颂 数 ， 而 左 端 是 (2 ) 式 的 值 ( 因 w 守 -和 空 古 两 
个 值 ) 之 和 ， 即 arcsinz 的 两 个 值 之 和 . 因为 (3 )》 式 中 左 商 等 于 布 
端 , 十 xz+02。 杖 atfcsins 两 个 值 之 和 和 的 实 部 和 碰 部 分 别 为 二 x 和 0， 
于 是 每 个 什 的 实 部 必须 位 于 [~ x, wi 之 中 ， 两 个 值 中 只 有 一 个 仁 的 


实 部 属于 (- 于 ， 季 )} 中 ， 我 们 就 把 这 个 arcsinx 的 值 取 为 主 值 ， 妓 
w=arcsing= ~ log(zi tv 1 ~ %: ), 

_ ca 

~ Retarcsing) ~ 7 


这 个 函数 〈 宇 值 ) arcsinz 为 解 忻 畏 数 ， 依 反 尊 数 求 导 法 刚 ， 


本 1 
= s+ vl 1 
(arcsinz)' = [Cilog t+ v1 让] (Gy 
= 一 一 一 4 ry -十 ], 
Sinw ~ 


辐 理 , 我 们 把 x = cosw 的 反 函数 称 为 反 余 强 阔 教 , iG 为 Arccoss， 
由 cosw 的 指数 表示 式 , 可 得 
Arccosgs = 一 让 Logt{g%t+ i 1- i) 
其 衬 值 为 afceopsg = 一 ilog (%+iv 1 一 %: )， 


(arCCOS®)' -一 fo 一 主 ， 
同样 ， - 82 的 反 商 数 称 为 反正 急 画 9 记 为 
Arctgs = 元 Log 3 了 


9， 双 曲线 函数 和 上 反 双 曲 线 诅 数 
1) 我 们 用 下 列 等 式 分 绰 定 义 双 曲线 男 数 ， 


; Sinpe% 
sinhx = .8 8 一 中 coshs = 8 十 
2 2， 2 ), 8 COSAS 
1 1 1 
coth:; = Sa Sha 一 一 
tghs coshz’ sinhs* 


| 


依 定 沈 ，cosz= 一 (et 7)。， 当 %=f 了 时 ， 则 


2 


COSI = 下 [et 二》 coshi. 


LT 


， 四 ] FT | 上 
人 Sin (2+3i) = Ce? 1 pt 
nr 


| 


efCos2 TS1n2) 


tb» 
a 


一 fifecost — 2) 十 F51TY 一 2) ) 


= —# cosn 十 和 t+e i)sin2 


-78inh3.:cos2 + cosh3 :sin2, 
井中 的 里 这 黄 有 弧度 米 测 喇 ， 
2 ) 我 们 用 双 曲 线 畏 数 的 反 函 数 定 义 反 又 曲线 库 数 ， 例 如 用 ， 


= = coshw = 二 (+17") 定 义 ， 并 得 反 双 曲 线 余弦 


w=ATcCcoshs =Log(st+ vv %:—1)., 
辣 毁 ，Arcsinhs =Log(xt+ sz 二 了 ). 


1 十 名 ， 
Arcighs =- Log 4" 竹 等 ， 


“6 ， 一般 的 帘 函 数 和 一 般 的 指数 函数 
前 面 曾 讨论 过 <",# 为 自然 数 的 知 画 数 ,和 (lim(1+ 之 )). 


现在 要 讨论 ， 
OD 任 意 指 数 的 短 a 
其 中 设 z 半 0，o9, 为 任意 的 数 ，& 汶 任 全 复数， 
我 们 称 
a =e" Ts WR a = explol oga) Cl) 


为 一 般 的 露 ， 其 中 a 计 0，4a=oo, 
显然 ， 程 wr 其 元 窃 多 值 的 ， 我 们 把 
现 定 为 三 的 卡 值 . 


I 1 i = eo si LoRIEl + EIT Lm 


-CT+2kn) 
二 i 好 下 一 站， 十 1 士 吕 


er 
有 和 


其 十 值 海 上 = 0 时 ,天 = 


癌 见 站 的 值 全 部 为 下 实数， 

【 例 2】 试 证 六 = 一 1 

【证 明 】 因 为 于 = eo 二 人 下 

-COST 并 十 由 + isin{r + dEr)} = 一 上 

我 们 用 --… 般 的 妖 s， 米 证 朋 下 出 定理 ， 
* 定 理 1 说 sz 所 0 是 了 里 的 任意 数 。 则 和 的 值 ， 

1) 当 人 是 整数 时 为 一 值 ; 

2 ) ” 汽 a 为 任 一 有 更 数 人 ,9 为 自然 数 ， 疙 为 醋 约 分 数 时 ， 

它 有 #8 个 件 ， 加 位 十 一 个 属 周 上 上 ; 

3) 当 a 是 无 理 数 时 ， 它 有 无 窃 多 个 值 ; 

4) 近 e 为 任 一 复数 时 ， 姑 为 无 穷 多 代 。 

【证 明 】 对 于 梧 a > 后 go， 

1) 当 a=# (任意 整数 ) 时 ,， a? 是 连 习 积 ,为 -- 值 ， 因 为 ， 


伸 竹 ' sl+¥ 
A 二 EE Leglasl+ i Ars! 


= jz "(eos (gyArga) + isin (yArgay) 


-一 


= | 相 "Ceos (narpgay + isin (natga)y 


昆 然 , 只要 zx 一 定 ，arge 就 -- 定 ，er 为 一 值 
2) 当 “= 时 ，af 实际 上 是 zt 的 次 根 蕊 加， 如 1) 所 


论 ，s? 是 一 值 ，3a? 便 有 7 个 根 式 ， 辐 们 于 加 一 圆周 上 . 
块 用 aa = esrege 隐 关 系 式 来 证 明 这 个 事实 ， 因 为， 


a = |al reos(SArg 4) + isin(S Arg | 
= |al | cos (Sarg 十 2kn) ) 
+ jsin (F(arga + ohr) ) | 


此 二 下 T，2，… 9 一 工 


总 然 它 有 gy 个 值 , 这 ?个 值 都 位 于 以 原点 为 中 心 , 半径 为 加 ,F 的 圆周 
上 上 ， 和 而且 它 们 是 这 个 圆周 的 内 接 正 Y 边 形 的 顶点 ， 它 的 主 信 为 


[al ‘eos(Eargs) +isin (Sargo)|. 


3 ) M2=p (无 理 数 ) 时 ， 取 有 理 数 到 {fs ，rfs*py 则 tar )， 
4 yy 本 起 数列 
{ lal y's Coos tr Arpa) +isin(r ,Arga} dy 
所 趋 挝 的 极限 为 
lal *, CecostpArpga) +isin(pA rea)), 
这 样 ，a? 的 所 有 值 ， 将 依 ATgs 的 一 切 慎 来 确定 。 由 于 Arga 的 值 
芷 无 穷 的 ， 所 以 a? 的 值 构成 无 穷 集合 ， 亡 实 上 ，a 的 辐 角 的 请 位 
中 ， 没 有 数位 能 相差 3x (是 整数 ) 。 因 为 不 然 的 后 ， 如 果 对 于 
理 数 户 本 有， 有 于 &:， 能 夏 
37rp 一 上 TD 一 27 
Wp 
P 恒 是 有 理 数 了 了， 全 8 是 无 理 数 . 
因此 ，2 时 伍 构 成 无 穷 混 合 ， 并 且 这 无 穷 笋 个 恒 同 位 于 一 个 加 
周 上 ， 图 心 是 廊 点 ， 半 径 是 la] 的 夯 周 。 
4) 当 c 是 任 登 复数 时 ， 我 们 由 年 习 
A CLOSE) 
设 站 =E+oi =Yei， 刚 
Loga = logr + i($ + okEx), 
入 J 但 a = CKPpLE 1 ni) Loga) 
~ expislogr ~ ny{(d + kr) 二 了 会 (而 十 2 +nlogry) 
得 0 村， 册 a 有 无 绾 多 个 值 ， 它 们 者 分 布 在 圆周 族 ， 
lw! :exprélopgr ~ y(t +t okn)I, =0,， tl], 士 2 
上 上 。 辐 周 的 半径 是 
Ri= explslogr — H+ en) = Ree tr 


EJ 
~“ 也 二 一 


k=0, +1, +2, 
这 些 半 径 全 体形 成 两 个 几何 级 数 ， 当 不 0 公 册 为 和 当天 二 人 
公 比 为 2"， 加 时， 的 值 的 锦衣 
= + 2En) + nlogr =0, + 28rE, 
形成 算术 级 数 ， 公 差 为 土 2r#. 
显然 ， 当 ?9 =0 时 ，a 是 实数 . 


(证 毕 ) 
《G2 ， =- a A 2 《下 = ra 
而 在 指数 是 复数 时 ， 这 些 睁 的 公式 ， 就 不 一 灶 战 立 。 畴 为 ， 
度 (Cos6 + ising), 


风 a tt 天 为 整数 ， 
Loga’ =alogp + ai tf + 328) 288FP 闪闪 整数 ， 
《ao := expleplogp + oPi(d + 2k7n) + 2Amni. 
但 是 另 - 万 曾 
za =cxgbraplogptapr(+2kry3， 皮 为 整数 ， 
好 8 不 赴 整 数 时 ， 则 
af 硫 不 一 全 等 于 4 
地 一 般 的 竹 晒 数 区 
我 们 根据 猴 的 - : 般 概 念 ， 用 关系 式 
w=， 为 任意 的 党 数 ， 
来 定义 xw*。 央 logsw 荐 无 穷 多 值 函 数 ， 取 Logx 的 主 枝 iog%， 称 
erlots 为 它 的 主 核 。 和 是 于 logx 在 苹 开 过 的 3: 上 和 连续， 证 国 数 %" = er 
在 沿 实 轴 从 一 56 到 9 人 蓝 并 过 的 3: 内 起 单 值 连续 的 ， 身 县 它 的 导 滞 数 
串 由 复合 消 数 求 人 al 5 1 名 


-和 -= 时 (EY* -9 =- Mew ht, 
鲜 -- 般 的 指数 旺 数 a 
我 们 用 关系 式 


yar= eo op, 
所 年 义 的 国 数 ， 人 其 中 x 是 任意 的 复数 ， 显 然 
忆 古 无 穷 包 值 虹 数 数 ， 上 其 泪 核 为 
十:2 ,平面 上 的 解析 汕 数 ， 
当 # = 时， 全 得 通 毅 的 指数 图 数 *， 


了 ， 关 于 初等 超越 涂 数 的 定义 


谍 等 网 越 函 数 ， 由 以 上 所 论 ， 我 们 是 以 指数 水 数 e* 为 基础 而 导 
得 的 ; 间 时 也 是 用 后 (cosy + isin)) 来 定义 租 。 当 然 ， 也 可 以 用 另 


外 的 方法 米 定义 ， 例 如 ， 把 “定义 为 微分 方程 人- = 合 于 初始 条 


件 (0) -1 的 解 i 或 先 用 积分 | - 纪 来 定义 对 数 函 数 ， 而 后 把 指数 


岗 数 定 头 为 对 数 削 数 的 反 序数， 并 在 这 些 基础 上 定义 或 导出 其 他 消 
数 人 来 。 目 然 这 些 方法 要 建立 在 微分 方程 解 和 积分 概念 的 基础 上， 我 
们 也 可 以 用 需 级 数 来 定义 如 下 ; 

因为 上，SInx，Cesxw，16gx，afcslnx 等 国 数 ， 依 Tayior 展开 
式 ， 分 别 有 ， 


a 于 籽 十 汪 
¢ -2 = §1N%x = >- 1)" OE 


COSK 一 >- IT 一 一 一 一 rs 
它们 在 x 万 -已 内 解析 级 数 


aa LB C24 1) x 
Dt 1) | Dn. an) 


依次 对 于 x 所 《人 2 3 XC (一 1， 1) 分 别 是 收益 级 数 . 
我 们 把 上 述 级 数 的 x, 形式 地 换 成 x, 进而 讨论 级 数 ， 


一 :80 一 


到” 了 俏 于 介 二 1 ) 入 2 
-二 ~— 1) "ss" 2 1)!; —1 pl 
> Pr > 1) /an 1: D.C ) wl 


DD's l/r 


车 二 1! 


z+ D135 C24 ~ 1) "(2 a (Con 1))., 
打 二 个 是 复 亚 而 5 内 的 收 侣 级 数 ， 后 两 个 分 别 在 贺 域 -二 -1 及 
| 过 1 内 收 伍 ， 我 们 依次 定 交 为 ， 
gr， Silg, COS%, log%, arcsing, 

这 种 定义 方法， 是 说 用 了 第 心音 解析 于 拓 的 思想 。 这 种 定义 方 法 ， 
显然 是 可 取 的 ， 有 些 书 碱 是 这 梓 定 艾 汐 ， 

关于 韧 等 超越 国 数 ， 数 学 分 析 里 曾 以 指数 ， 对 数 、 三 前 、 皮 三 
角 困 数 等 四 种 为 基本 的 初等 超越 冰 数 。 由 于 复数 的 应 用 ，PEulet 公 
起 网 作用 ， 三 角 和 扩 三 角 冰 数 就 可 以 用 指数 函数 和 对 数 国 数 来 表 
示 。 困 此 ， 在 复 变 郑 数 论 里 ， 只 以 指数 和 对 数 函 数 为 基本 的 初等 
超越 鸭 数 .从 这 一 点 世 显 示 了 复 变 洒 数 优越 的 地 方 。 它 把 在 实数 域 
上 和 不 相干 的 门 种 基本 的 初等 超越 国 数 ， 统 一 变 成 两 种 ， 

从 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 也 春 到 如 多 把 这 些 函 数 在 实数 域 的 性 
质 ， 上 自然 地 推广 到 复数 咸 上 上 去， 在 这 种 推广 过 程 中 ， 不 但 许 几 性 质 
被 保留 ， 而 且 又 虽 现 (或 获得 ) 新 的 性 质 ， 例如， 指数 函数 的 周期 
性 ， 对 数 函 数 的 无 穷 多 值 性 ，sinx，cosx 不 天 保持 有 界 : 等 等 。 这 
些 亲 性质 只 有 把 孙 数 从 实数 城 推广 到 复数 域 时 ， 才 能 阐述 清楚 .而 
对 复数 域 上 的 包 值 消 数 的 讨论 ， 丰 具有 重要 音义， 因为 内 有 有 这 时 省 
能 和 弄 清 骆 值 函 数 的 本 质 ， 当 然 关 于 国 数 多 值 性 的 彻底 冰 明 ， 还 有 待 
于 解析 升 拆 概念 的 引入 (这 个 问题 集中 在 第 七 章 里 讨论 ) ， 

基于 荣 些 初等 图 数 的 肌 射 人 性质 和 其 他 性 质 ， 册 集中 到 第 六 周 也 
讨论 ， 


32.4* 用 多 项 式 通 近 图 数 


1 “偏差 ”和 一 致 收 致 


类 但 于 数学 分 析 的 实 变 沙 数列 的 极限 ， 设 CEcy。， 给 出 函数 列 
{fat%)) ;如果 对 于 每 一 点 2 E 全 ， { (xz 在 在 极 殷 和 
lim fa(%) = 六 zx 或 fal%0) -> 六 so)， 


则 称 {fz} 在 内 收 人 证 于 极限 x)， 即 广 (x7 一 站 (2)， 

我 们 把 - :个 数 < 瑟 男 一 个 数 之 其 的 绝对 人 以 《或 模 ) la 一 下 称 汶 a 
与 的 偏差 。 没 闭 区 域 G 上 任意 两 个 连续 函数 f(z) 与 $8(%), 称 着 
的 绝对 值 的 最 大 值 为 它们 在 6G 上 的 偏差 ， 记 为 

Pf Pmaxl f(s) —$(s))| 


如 果 在 GT 的 (xz) 与 {所 (x)}) 的 偏 闫 
{POF OF =pCf sf pfosf se, pfss fw: 
的 极限 为 4 ， 即 p(f， 站) 一 0， 称 { 放 .人 3)} 一 致 收 雍 本 也 数 六 =)， 
记 为 : 
Fo) Ff) SEG, 
显然 ， 设 { 六 (5 致 收 伍 于 天 sa)， 则 41) 必 收 伍 寺 (x) 
(或 六 (xz)-f(z))。 这 是 因为 如 末 户 (二 汪 Fs)， 则 p( 7 六 一 0， 
0 一] pl fd) ie, 
和 数学 分 析 的 证 明 一 样 ， 设 6 上 的 连 急 函数 列 (了.(z)}, fC%) 
一 (we) ,出 fz) 也 是 连续 区 数 ， 


“. 用 多 项 式 通 近 项 数 


到 在 其 一 点 轨 处 有 邻 域 Blzo, p) 存在 ， 某 一 多 项 式 列 (Ps))} 
在 BCzw 中 内 一 致 收 竹 于 男 数 了 A(z), 则 称 沙 数 六 xz 在 后 处 可 以 用 铬 


一 83 一 


项 不 盈 近 到 和 任意 程度 ， 
例 引 ， {Plz)}, Put) 一 十 部 十 和 十 多 十 sx 一 致 收 敏 于 二。 


故 困 数 : 了 在 % -0 姓 可 以 用 P.(%) 米 通 近 ， 这 是 因为 在 x 一 0 的 


币 邻 域 Bt0, 07 -= {xz ls| 所 p，p .14》 内 


， 1 +t 


因为 p 开 1， 当 co 上，p 一 0， 即 PC 在 %=<n0 的 领域 BB 内 一 - 致 
收 敏 二 一 一 ， 


[ 例 2 3 试 证 cosx 训 以 用 多 项 式 pt =P 1)* [一 米 台 


hy 


上 中 | 匡 习 : go f 5 二 


7 让 
或 DT 0s, 


定理 1 设 畏 数 f(x) 化 全 5, 因 连续， 如 果 浅 数 在 内 每 一 
上 凡 处 都 可 以 用 多 式 式 来 着 近 ， 则 xz》 在 上 内 为 解析 天数 ， 反 之 ， 
如 时 苹 数 f(%) 在 内 解析 ， 刚 它 可 以 用 多 项 式 来 起 近 ， 

这 个 定理 的 前 一 部 分 将 在 $3:5 一 6 给 出 证 明 ， 后 一 部 分 将 在 
34*4 一 1 内 证 天 ， 

团 数 能 用 宪 项 式 台 近 这 - :性 奈 ， 在 复 恋 尚 数 论 里 其 人 大 站 
多， 生 是 其 分 怕 领 域 里 分 府 出 来 的 广 一 复 变 图 数论 分 枝 ， 这 一 -领域 

一 拓 一 


的 发 展 正 在 方 兴 来 其 中 ， 它 蕊 发 展 成 为 现代 的 很 有 实用 价值 的 领域 
一 一 过 近 论 和 酌 数 构造 论 〈 实 变数 的 与 复 变 数 的 》 。 
-J 是 《2.2) 
1,， 试 证 朋 
(i) COS CR 1) = COSLICOSS, ~ SINY SIDEs, 


(SIN (Cz) 十 %2) = Singi CO + COSLSINSs, 


(3) sin’% + Cos:s 二 


a . 中 
他 ) 一 一 CO8S -~ SiNn%, ~ .Sn 区 一 COSX。 
dy 开外 


{5) Sinh (s+ gty = Sinhx cosh2z; + Coshx,sinhs,, 
(6) cosh’s -~ sinh:%=1, 
2，。 试 求 lim er 存在 与 否 ? 
当 zx 泊 从 原点 出 发 的 直线 加 无 穿 这 点 赵 近 ， 
中 当 % 沿 双 曲 线 xy =1 的 枝 向 盛 穷 远 点 趋 近 ， 
二 xz 久 =x* 癌 无 旁 过 点 赵 近 ， 
3.。 设 多 项 式 
Pls) = dos a et A + 
的 零 六 全 部 那 位 于 上 闪 平 轴 Imx.0。 六 有 日 假设 4 =a, 二 19, ts 
P， 是 实数 ，"， = 0,1,2,…,# 则 
UU Cu) = a 
与 s)he FR + 8,, 
只 能 有 有 实数 符 点 ， 成 证 之 . 
4。 求 下 式 的 佑 ， 
(D Logs( 一 站 及 1l0g( 一 站, @ 六 及 et, 
-8 。v3+ 和 ， 术 (3 二 4 门 夺 和 
5。 仙 J 了) =jx+2)， 省 zxEG 是 解析 函数 ， 试 证 ， 


了 六。 :+ 
OD (grr: Br) 7)| := 4 xt) 


fd 1 
中 (grr + Br og E+) f+ iy)| ) 


4 fx tiy)| 


Ge 1 一 一 一 


TORT 


其 中 假设 函数 # 与 ?的 二 阶 偏 导数 站 在 . 
6， 试 让 : 


。 0 ，， # i 
Dsin(x + YY) = s1n ( S + Sin 3 J sin 3 


二 一 让 
cos(x + 6y) = cos( x+ 了 sin25L yy/sin 本 . 


vdl 


其 中 sin 林寺 0， 

7. 试 证 wm = cosx 把 直线 Rex = 常数 变 成 机 阁 ,把 直线 Imx = 各 
数 变 成 双 曲 线 . 

8， 试 求 殉 数值 ， DD = xz。 因 = sf。 图 %7， 


一 、 内 容 与 要 求 


这 一 章 主 要 讨论 两 个 问题 ， 

作用 微分 法 讨论 复 变 函数 ， 定 六 解析 国 数 概念 。 解析 国 数 当 它 
屋 开 成 肾 级 数 〈 在 解析 点 的 邻 域 内 ) 后 看 得 更 清楚 ， 它 是 由 通常 的 
四 种 让 理 运算 增添 取 极 限 这 - ' 适 算 而 导 得 的 国 数 类 (434 全， 

本 章 还 讨论 了 (x) =#+io 与 性. 一 及. 方程 ， 调 和 国 数 ， 几 项 


式 授 近 疝 的 关系 。 第 二 章 将 旨 用 舱 分 , 第 出 齐 有 级 数 , 第 六 章 用 几何 
年 方 法 来 进 - ' 步 揭示 解析 图 数 的 狂 质 ， 函 数论 基本 上 是 围绕 这 些 问 
题 展 开 的 ， 

这 里 再 一 次 提请 注意 ， 所 谓 在 一 点 处 解析 的 画 数 ， 必 用 不 但 在 
这 个 所 可 导 而 且 还 要 在 这 个 点 的 邻 域内 的 点 导数 都 存在 。 

到 切实 理解 和 掌握 解析 函数 概念 ， 深 入 理解 判定 函数 为 解析 的 
条 件 . 

葬 和 图 数 与 解析 隔 数 的 关系 ， 特 别 密切 ， 而 且 这 也 说 明 它 们 之 
加 的 内 在 联系 。 引 入 了 调和 柄 数 各 共 斩 调 和 画 数 概念 ， 剑 解析 函数 
的 丝 构 特点 ， 显 示 得 就 殉 加 清晰 了 ， 所 谢 调 和 阔 数 ， 就 是 具有 有 连续 
的 二 阶 个 导数 有理 满足 Lablace 方 程 的 二 元 实效 数 x(x,Y)， 记 谓 共 
语调 和 国 数 ， 就 是 满足 C. 一 民 ， 方程 的 两 个 调和 阔 数 (x, 三 
(yy 

已 类 两 个 共 大 调和 函数 x 与"， 便 掏 成 解析 子 数 #+is, 反之， 已 
知 解 析 痪 数 ， 则 它 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 番 数 ， 且 互 为 基 乌 ， 随 便 
两 个 调和 胃 数 ， 显然 不 一 定 组 成 解析 阔 数 。 

霸 求 旋 者 从 已 知 的 调和 画 数 xx 六， 去 求 共 辑 调 和 图 数 多 fx 委 ， 
以 弓 戌 解 术 六 数 。 

包头 于 初等 国 数 的 讨论 ,， 是 本 章 的 第 二 个 主题 . 初等 族 数 类 着 
福 科 学 发 展 的 过 程 中 , 从 各 种 各 样 的 画 数 中 选 出 来 的 。 它 是 最 简单 、 
最 基本 的 并 到 党 遇 到 的 函数 类 。 在 实际 应 用 中 ， 也 占有 重要 地 位 。 
在 其 他 了 症 数 的 研究 中 ， 也 经 常用 到 它们 欧 特 性 ， 因 之 初等 数学 兽 用 
万 等 方法 ， 数 学 分 析 曾 用 极限 讨论 过 ， 但 者 限于 实数 范围 ， 现 在 排 
广 到 复数 域 ， 大 部 分 性 质 被 保留 下 来 ， 本 也 出 现 不 少 新 人 性质。 书 上 
指出 的 指数 首 数 的 周期 性 ， 以 2 为 基本 周期 ， 对 数 隆 数 的 多 值 性 
等 等 。 过 去 只 限于 实数 范围 ， 初 等 函数 的 特 姓 揭露 的 还 不 完善 ， 只 
有 推广 到 复数 域 ， 它 们 的 特性 ， 才 较为 揭露 的 深入 一 些 ， 

今后 经 党 讨 论 初 等 攻 数 的 特性 。 再 遍 一 级 的 学 科 也 要 讨论 这 种 
明 数 的 性 质 。 许 多 问 题 也 常用 它们 的 性 质 来 了 关 述 和 解决 ， 


因 之 ， 江 消 初等 铺 数 《 实 的 或 复 的 ) 的 性 质 ， 是 二 分 必要 的 ， 
这 时 要求 读者 特别 事 把 指数 函数 和 对 数 函 数 的 性 质 搞 得 深 表 一 些 ， 
尽管 我 们 讨论 了 多 种 单 值 录 数 和 和 多 种 多 值 曾 数 ， 但 在 单 秆 立 数 
中 ， 则 以 指 狐 丽 煞 为 核心 在 多 值 函 数 中 ， 则 以 对 数 图 数 为 核心 ， 
而 这 两 种 消 数 ， 义 互 为 反 函 数 。 有 眼前 要 把 初等 通 数 的 代数 ， 分 析 社 
质 男 得 深 址 一 些 。 关 于 它们 的 儿 和 柯 性 质 ， 集 中 到 第 六 章 共 形 映 庙 忠 
讨论 。 当 然 世 可 雇 把 第 二 章 和 第 六 章 关 于 初等 函数 移 几 何 性 质 合 并 
在 一 起 。 有 的 书 就 是 这 样 处 理 的 ， 
二 、 例 题 
[ 例 1] 和解 方 程 
D lrvV Bi @ 1ogs= oT 
[ 解 ] 


(DD 而 拓 =1+w i + 疗 ， 得 
tfCDSy FT iSIDY) = 1+y 31 


人 -= 

gzSlny = 3 

解 之 ， 得 上 一 和 区 := log2, 
eiosiCcoOsy = 1, cosy = 二 


“. ?= Arc cos = = arccos + 28x = 本 + 2 玉江。 


从 而 “= =10g2+ (T+ 2hr )i, EE--0, +1,， 2 
名 因为 


logs = log |x| + /iargs = 


i 
ny 


-a — 
了 多 = 咎 | =1, 


ATES = 本， 国之 ， = 
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[ 例 2 〗】 设 已 知 = 末 log(x2+ 加 )， 求 "xs 使 
fx} = + EGCTS,. 
为 解 术 还 数 ， 且 f(1+7) = 地 log2， 
[ 解 】 ”为 求 z， 则 由 C, 一 ,方程 ， 因 


dx 革 OR 
Ox wt x? x 


DO 四 OR 一 和 
Gy x ay (x 
由 他 -让 9 9 
*» Ax = Be Ly By = 人 0, Wx, Y) 为 贡 利明 数 ， 


因 r 是 (zx) 的 芽 数 部 分 ， 而 (x) 在 5 内 解析 ， 故 v 是 # 的 共 辊 调和 
晒 数 ， 又 


0 
ax By Xi or Ox wi+y:? 


因 之 ， 由 后 等 成 ， 得 v=arctg 祈 +(x)， 


D0， (Xx) = (常数 )、 
f(x) = Jog (tx? + 7} + i(arctg 十 路 学 三 基 二 和 和 契 ， 


依 妥 给 条 任 , 了 (1+ 启 = log2+ i (aICtgl + 了) = 五 1og2 
= 光世 
所 求 的 4 arctg= 1 
fz) = lopg (x: + y:) +ilarctg 之 - 工 | 
4 乓 和 


[ 例 31 湛 解 析 哨 数 六 sz)， 佑 当 $= 时， 其 值 为 0， 并 上 且 
具有 实数 部 分 为 ， 


ee 1 
1 + 2 一 2 人 二 yy? (1 


[ 解 ] 没 = ea) 3， 其 中 4 为 已 敌 。 并 设 
jx + £7) > ril 一 区。 CO0dx+ | Hye CR Fy 


都 是 单 值 的。 由 记 设 条 件 ， 则 ， 
wlta 


fx) -f(r) 一 2 (Xx, 人) 三 Ey) = 1 14- 1 ow: oy! 3 Cs 二 -2 


。 : -二 1 + 

林 由 人 芝 十 一- 2%t 

人 
《各 十 虽 ) 《fj 二 名】 3 本 
1+g:+ +S 1 ] + " 


这 腕 是 说 所 求 的 函数 为 


显然 当 % = 0 时 ，J(%) =0， 它 的 实 部 为 已 知 的 《1)》 臣 ， 
【[ 例 4 1 试 证 : 


于 了 四 人 m 并 一 , 中 
急 1 一 -- 号 1 了 一 一 1 cr 
让 江 le 


[证明 先 求 儿 项 式 和 一 2 ”一 1 的 证 非 霍 的 零点 的 王 积 的 


4 人 悄 ， 填 是 解 


(1 2 "一 I=0, 或 {1 一 %)”=1， 
得 * 个 概 为 


zx 
“二 1 (cos*™ + i151 


2 ), 二 = 人 D2 


其 中 ， 省 二 一 0 于， 2 二 


不 = 1 用 知 | =1— (Cos jain 经 


= Co50 一 Cos isin 2 


六 
依 己 人 角 蚂 数 兰 ， 和 和 倍 和 角 公 式 ， 及 Euler 公式 ， 得 ， 


里 了 四 7 里 时 并 A 
| 二 33ti — S11- — 21811fi-— COS— 
丰 龙 形 


可 
= 7 了 四 a 1 一 
-: 22511- (cos 二 7' 15111 互 ) 一 一 nfsin -和 en : 
浓 形 下 形 
_ 
问 理 ， 起 :- 时， < 
时 一 | 
2 二 次 一 1 上 — — 2isi pi 
如 一 十 ， | :8 na 一 并 各 


I 于 直 ， | 


Tn 二 一 了 = 
0 . 开 一 二 (+ 于 tt 


= (—i)" io" lsin “SIn ne! 
8 # 
nt -- 一】 
:= 一 人 ”23 互 sin< sin sine 
hg # 
一 【 一 iion lglg 王 si sinz 一 zf cos® — 1, +is1n 二 一 = 
x# 办 7 2 2 
(CA) 
8 = 相 数 时 , (一 让 = (1)( 二 2)， COs" Sin 一 Ln = + 
"| .Jy -下 rw 四 = 太一 1 。 龙 一 1 
二] COS TT 二 革 ], Sin 5 让 三 站。 
这 梓 朵 (得 
sin ® sin <7.., sins— l= (PB) 
# 次 


一 90 一 四 


由 玫 和 si 5 第 方程 人 -30 的 非 赤 的 零点 ， 且 
(1 oe) 1 = ,= 
黄 边 都 展开 得 


-0 OD) 


=%" + (— DI, ag) 
比较 网 羯 wx"' 的 系数 ,最 然 有 

入 二 区 ] 委 2 省 1 @) = 

代入 (B ) 式 ， 则 得 所 证 前 结果， 
[ 例 51 设 映 射 为 ， 

名 二 财 十 8 名 守 训 十 #2， 革 二 玫 小 让 <1) 
成 求 对 应 于 #= 常数 ，? = 第 数 庄 直线 ， 在 5 上 的 曲线 方程 。， 并 求 对 
应 于 直线 bz = 0 和 # =7 的 像 E 35,， 

[ 解 ] 出 (1》 可 得 

X= 人 tO Y= esltip [2 
消去 5, 则 得 对 应 于 # = 常数 的 沿线 为 ， 

XR 二 RCOSCYT FM CX) 

这 是 因为 从 (2) 可 得 


Cx — a+ CY en ti COs) = 人 


= {A 3) 
当 ? = 是 数 ， 消 去 zw， 西 
7 = CRV, HX Cp Hctgr 
成 对 应 于 = 常数 的 曲线 为 
了 一 和 天 和 f 4 ) 


交手 线 =0 是 从 =0 变 来 的 ， 因 为 ?=0 导 代入 (4 )》 式 得 ;= 
10， -可 真 线 ! = 天 对 应 的 是 后 4 的 直线 ， 


| 一 ou 站 站 。 
一 So 二 上 所 1 _ 


= 一 1 一 一 


[ 例 6] 华 基 于 画 灼 
烛 二 (ing C1) 
站 由 0<sea 一 2r， 把 角 域 gargx< 有 贞 射 成 沿 非 负 的 实 轴 雯 开 
的 2w 《参看 第 六 章 ) ， 
【 解 ] (1》 的 两 端 取 对 数 得 


lopgw» logs ~ jo) 
lop [各 | + jarpWy = 六 {lop |z 十 FaTEx — Ya) 


。 eT ape 
sr AaBv da a 


HY Oa arge Hi 2n, 0 Argw dn, 

这 就 是 说 5%， 必 有 扰 是 从 申 点 沿 正 实 轴 剖 半 、， 宕 这 个 区 域 寺 的 阔 数 

(Ci ， 把 角球 oargs .8B 礼 成 从 零点 起 泊 正 实 轴 前 并 的 23。， 
[ 例 7] 设 蜀 数 (8%) = a ash 二 

证 肠 域 [zi 和 <r 内 解析 ， 并 设 


2 YLr 
了 0， 了 Ei 
| 10= {1 当 =i 
二 证 ， 设 % = Oe, 则 
3 
声 |， pe 二 | 


tt 证 明 ]】 出 fpeity 一 f, 下 ae + A e+ ee "十 二 :0 "i 
fpet) 一 成 1 Re 9 Fe 9 i Bao" 2 a 


册 由 所 说 条 件 . 


1 2 
=) fpe)) 240 -| fe) fed a0 


| far 
-= 二 | [Lavy 1 人 次 DT 二 dO 十 “1 


+ dn + a Ed 


= 人 二 | 
十 jz pn 
[ 例 8] 设 - - 口 柱 体 ， 下 底 为 圆 域 js| 所 Pp， 删 面 耳 站 本 况 赂 
&| =e 上 ， 工 面 的 向 面 蚌 冰 数 ， 
Fw) = a tn" 
的 | (x)] ， 试 还 此 柱 栖 的 体积 为 ， 


a la pp las :pe asl *p*" 
到 [i | ll J ne ml 
TP (— 1 tl ) 


【证 明 ]】 设 “=pz 并 由 例题 ?”， 则 所 求 的 体积 为 ， 


7 | | Pei12pdpdl = On | C lal Toi* jap. 
[ 例 9] 没 也 数 ， 


日 


» = (x) = 人》 i 


是 一 一 里 


一 站 二 
在 环 域 r 专 中 委 及 上 了 上 解析。 基数 把 这 个 环 臧 映射 后 ， 让 得 的 区 域 的 
面积 为 ， 


29) lanl (Rit— rt) 


试 证 之 ， 
f 证明] 设 w= 了 xt+t2) =#FEe 应 用 数学 分 术 的 求 面 积 的 
公式 ， 钢 射 后 的 面积 羚 ; 


-| _- 人。 
= | dadp = 上 Eyres 


Pe[| 攻 RE ?2 训 2 十 ,7 了 必 民 


由 上 了 本 A(x, 90) | 
-| | Ere dd 


但 是 从 数学 分 怕 及 ft%) 在 环 内 解析 必 O 有 有， 


一 93 一 


OF O08 0 Fi) 0 Or 
于 是 ， 下 .9 
OH, £) _ dx 97 _ Ox Or gg .dy 
Qt OW dv dx oy dy ox 
Ox 0y 
_f on pp ) = Ox 人 Aap ) 
= (人 (这 = (+ (a 
Ou Fy 1? 2 
= ei =| f(z)l7, 
因 紫 ， 


A onlnd0 2n eseey dp 


上 


= klarl CRIt— pt). 


点 二 一 里 


其 中 应 用 Tr) = > karst!, | 9 = '(%) f(x) 党， 


此 二 一 上 


习 症 《2<*1) 


1， [证 明 】 
如 果 把 A(z) 视 为 x,y 的 阔 数 (x,8)， 则 由 安 换 ,站 可 以 看 成 
是 与 3 的 函数 f(x, #3)， 因 之 依 求 导 公 式 ， 


YY ,dw + 
日 Ox Dw Oy ds 2 \ ox 和 
1 (A) 


of a ox -+ :a 
问世 人 0X 9 吾 oy 己 了 Oy 


闵 沟 ，Fz) 赵 s 的 图 铸 ， 站 只 是 - :个 记 划 。 故 称 ( 太 ) 式 为 形式 


导数 、 
向 32,1 一 3 前 (D) 式 ， 因 -六 一 上 -站 ， 散 当 w=f(w) 在 
af 
5 二， 
>。 【 解 ] 


聊 =x*+ 交 ， 则 ， 
Fa) = oy Dy, 4.. 二 J) 二 


-日 Ow os Of _ on oO 
让， Bx a? dy 7 “Ey, 
显然 , 仿 导 数 在 s. 上 连续 ， 


这 样 说 来 ，x.z 在 x E35, 上 有 连续 偏 导数 量 满 足 C. 一 人 ,方程 ， 
依 82.1 定 理 9，%: 为 解析 函数 ， 
独 下 的 ，e*"，cosE 在 $s 上 椒 处 不 解析。 例如 ， 


er = et(CoOsy — siNny), 


X= CO t= 一 ES 
号 其 Dv 
_ 一 CO 0s" 
Ox 2 ， oy 一 
，， ,08 dr 
装卸 便 Ox - dy 具 能 当 = 2z 士 二 时 ， CE = 0, t+1, + 2,.) 


才 可 以 这 样 ， 函 数 :在 5, 上 到 外 都 不 解 桥 . 
间 界 可 证 3， 与 Cos# 在 $9: 上 不 解析. 
3, [证 明 ] 
由 题 1 前 (A)， 
df 1 . a 
(去 Dx 本 


9 be a 3 ox 


3 oy Ox Ay be 
or Of 3 1 BY， ， 
= 工人 Bx i + Te a } ?1 
_ 上 人 3 ~, 3). 
Ov: OF: 


2 0 0 


Ox 站 入 Ord 


4， 【 解 ] 
Dy 2 0 2 


Bx Ty dx 1? 


Ox 3 一 入 OR 一 


Oy Cw + yy Dy Cx" 


: dn OO:# 3 “FE Er 一 3 
晶 归 A a 0 {让 为 疝 科 园 数 ) 


虐 # 的 法 皂 调 和 国 数 为 :*， 于 是 


0 Ox -一 和 十 儿 - 
Dx By (x:+ (1) 
G7 _ Ox _ 一 Bx (2) 
dy Ox Co + 

由 (2) 得 v zj 站 (3%) (3) 
A 
de Ce 十 史 《1) 


号 《1) 比较 ，… B(x) =0， gx = 《常数 ) ， 所 求 的 示 数 为 


i 
J (2) = i i rrr + 站 
- -一 0 1 一 二 一 
但 因 /GD 0, 即 11) 1 iT 1 0， = -1 


所 求 印 数 为 ， 


1 = ty (ari 


全 同上 法 ， 
5。 【 解 ] 


人 全 %=X 十 郊 ， 遇 


]+% Cl Cw) ey 
一 名 {1 _ bh ] 让 
1 2 


Ct +t 
在 $s 上 除 点 ( 异 , 0) 外 ， 有 导数 ， 


Ox El- Xx):+ yt— 2x) -FL 一 人 42 1) 
Bx Cl 各》 


2 
{1 oe x + 和 


时 


ar _ 32rtlL 一 yA, 


or x) 

az dy(l—x) 9p 47 全 一) 

I oy 
, ox _ dr 68 -.-_ G7 
”oxr dy’ dy Dx" 

=( 去 ) = w+1 | 和 交 十 史 
十 四 -人 

@ 7 2 sx 


x 二 +1 +iytx + y 1) 
3{x? +] 


fx + +1) = PN + yy —1) 
aT) A 


除 原点 和 外， 在 1. 上 订 微 分 ， 


< 一 3 1 
-= 1- | -9 = |， 


Dx 了 《32 Oy 2 Cx 
Gx _ Or _ | 
37 {x 二 7) 3 A 本 [ss 十 了 和 全 
DE DF Or Ov 
雄 
0. Lt 正明 1】 


设 (x) =#+iv， 在 点 % 解 析 , 则 在 %, 的 分 咸 BG: |z 一 %] Pp) 
内 有 


Bu) OD OD -artxs (1) 


dx By Oy Ox 
-£— Oatx, 一 DVD Ce, 一 
疏 和 有 dx OC— 7) ot 二 Ox 
(2) 
这 臣 因 为 谢 数 ， 


FR =) 
依 C -一 RR: 条件， 应 有 


Ox (x, 一 多) GT 一 2 和， 一 小) 


Bx a 
tr 一 -| 
3(—7) 9x 


性 即 (2) 式 ， 用 于 xx 一 起， 一 +x; 一 妨 存 在 连续 的 握 导 数 ， 
且 合 于 C: 一 R' 条件， 依 定 理 2 ， 了 (5) 为 解析 函数 。 (Cz) 在 上 半 
平 而 解析 ， 太 有 便 在 下 半 平 面 解析 . 
反之 , 设 f{ 双 ) 为 解析 ， 则 人 f(z) 也 解析 . 
7。 【证 昕 】 
在 3 下 而， (%) 旺 连 续 的 ， 这 是 显然 的 。 出 于 美 商 ， 
J{z+ dr) ~ (tw) 《+ -Ax) ("1 + Dsdst (dz) | 一 区 多 


A EE 


_ Dlx tdir) det Cx xy dz: + drre: 
A 


= Cx+ dxy CAs dy) + sw dx 
a Ed 


. 灌 ; 二 人 时， lim + 4 flim 4x dx =0, 
坷 丰收 


即 导数 1'00) 存 在. 

但 当 ss0 了 时 ， 沿 着 47 =0, dx 时 ， 上 述 极 限 为 2xx+ sw 滑车 
dx =0，A9-z0 时 ， 凑 极 限 为 xs， 基 sg 志 :0 时 ， 棋 限 未 在 在， 消 数 内 
在 s = 0 点 可 导 ， 但 在 ze 的 邻 域内 不 解析 ， 故 结论 成 立 。 


习 驯 《22 
i, 【证 明 ] 


1 ,. _, ， 1 ， - _ 
COS 二 (8 二 人 Sn = te 7)， 
2 £ 


(1 COSY/COSSs — SIN%SIN%s 


_ ] 【ez1 十 站 i 十 Fi2 ) 


1 1 -FY , l tiri_ tr 
Dele [一 上 i) oi 一 ) 


erst 十 pe Frl! 于 FFEl re) 十 Mii 
4 
1 | tt Rl) 
+ | 二 +e F F 了 
1 。 _ 
= {ee = COs Csrt 22), 


包 略 ， 
下 于 FY*= CoOss+islnz,t = Coss ~ ising, 


COS 二 51ni% 二 了 


隐 dei ei 
(dD COS% = 一 -一 一 一 一 一 


dv ds 2 


二 ,. .i; ， 
二 = $1ng%, 


a- 


沁 旦 FT 
加 ) 冉 了 于 coshz = 一 了 一 sinhx = 一 一 . 十 旺 ， 


COSTh (xi 二 xs》 = ee + es) = eert+ 加 


二 (io 十 ee "I(T *°) 


十 二 (es 十 中 Ce 一 8 
= coshx cosh%,+ sinhssinheg,, 


其 作 的 等 式 可 以 同 理 证 明 ， 
2， 【 解 】 


、: 、 Tr a- _ 是 
(人 疏 arpg%s =#, 3 一 < 8 ~ Rews = -ro0, | = tr-—*00., 


2 中 


i: 


地 0 < Rew=x—>= -000 ls"| =, t'—0, 


3 8= + Rets = cosy 在 -1 与 1 之 间 振 动 ，e 的 极 腿 椒 

多， % 沿 双 曲线 时 ， 如 以 正 负 实 轴 六 放 近 线 ， 极限 值 为 o0 汝 
0 ， 故 瓜 限 不 存在 ， 
地 沿 扼 物 线 ?= xx“ ， 在 第 一 和 象 腿 和 第 二 象限 的 一 核 ， 极 腿 值 
为 so 或 0 。 所 以 极 腿 不 存在 。 

3， 上 【证 明 】 

P(t) =U Cs) Li (8%) = a S$) (eo Sy 0, 

并 设 x 是 方程 0tx) =0 或 这 tx) = 0 的 根 ， 出 

U(xYy + Cry 2 Ux) i x) RU Cw + i Cx) 

= — [U(x) -iV ix))), 

好 asfx 一 gx 一 2 一 2 I) CX a) on) 


= 土 B (x 一 种) (% 一 和 (x 一 训 ， 


一 10 


归 这 个 等 忒 成 立 ，* 必须 是 实数 ， 
刘 实 上 ， 假 设 * 位 于 上 半 平 瑟 ， 则 
|x—%,| <] > 一品， 
对 于 所 有 的 t， 


| (x CO— hp) 


同样 ， 可 知 x 不 能 位 于 下 半 平面 ， 
这 就 是 说 x 只 能 是 实数 ， 
4， 【 解 ] 


,TI =， 


[ 


< 


Log{—7) =iog(- 7) +28ni 
, . . .3 E 
= log i—1| ,iarg li) + okri =i( Snt2 x j， 
(& 为 整数 ) 


1， 当 上 为 侦 数 时 ， 
一 十 ， 3 上 汶 奇 数 时 ， 

下 =0， 填 1， 土 32， 

BB sg8 =23/-1=320 3 k=0,1,2, 


于是， Wo = 0 3 


3 +r ，.-. 站 .一 - ， 
"=2 COs + isin =1+v 37, 


Wo" = (COSTi isinn) = ~ 2, 


i 


Ww 9+ i, 刚 四? 二 3 十 二， 六 二 其 二 


3 
十 昌 


二 人 


解 之 ,#= 土 23= 土 ti 如 = 十 人 + 分， 上 wwA3+4F = 土 (32+ 说， 


= df 中 


C3 A791+i 一 Ettil Logtd™ 下 


= ptrlor ty trl #4 aris— 4 + 2 和 
一 be arctg 和 2 oillog5-arcts 和 -2 


= Gearctrg- zt [cos (ogs 一 arctg 部 } 


， 44 
十 1$1 (log5 一 arctg4-) |. 
5. 下 证 明 】 
中 弃 2) = 9) tiv x, 9}, NM 


3 (as to = ot ts 


33 
Oy? 
但 fx T2979) 对 于 x 十 说 EG 和 解析，fCx + 说} 大 在， 注 耳 出 32.1 一 5. 
Ci), 


CA) 
(RI) Ry py yy ) 


1 0 。 站 Op 上 天 
一 十 fF 一 一 二 
fi a 3y 


[few ti = yy, 
由 Laplace 方 穆 ， Ww Hyy = Dy 十 Vyy = 人 0, 
把 (A&) 中 两 式 相 加 ， 便 得 


(Br tr ft aD A (xt i. 


包 同 法 可 证 ， 要 等 式 ; 
CER PE) + CRA PO) Rt 直 。 
一 二 站 二 
6.。 + 证 明 】 


— 1 


全 


一 


心 


1 。 


Rew 


.4 := Dicos (x + 志 y}, B = Dsin Cx 十 到 9 蜀 


是 一 让 三 三 看 


dB= [cos Cx +t ky) TisIn {x + Ey)) 


上 上 一 
~ > jat Ry 了 站 
一 
1 十 二 
TY 中 
1 ity 0” "Si 
-~ Bi ¢ .A = Ef i 
荆 一 2 
asin 


= [ost ot 3 


。 ， 六 . Hil /J 
tisin ( x+ 3 > sin 仿 


分 离 并 使 两 边 的 对 应 项 相等 ， 便 得 证 . 


[还 明 】 


入 二 二 了， 多 二 天 二 和， 于 是 


1 1 中 了 r 
fr Te + tty 


ET 十 FY 了 ¥ 
= cosx 一 


EY » 
S51nx, 


*” 带 数 有 时， 对 应 地 是 双 则 线 


A ? 


cosix Sinix 


a 
ru 


2 mz = = 常数 时 ， 对 应 地 是 椭 回 


nm 


TE i 1, 
(到 ) (一 9 


过 些 畏 线 忆 = -1 7 1 为 公 基 的 焦点 ， 两 组 曲 然 王 相 下 交 


一 4 一 


3. 【和 解 】 
册 傣 定 广 ， 
jr = i tllngls.r dergrt ER) Biloglsl, ge (argrt 2kw 
其 中 xe0，x 车 co。 最 然 ， 当 四 =1 时 ，log |%| = 0， 
2 二 orgz+stm 二 是 整数 ， 
它 是 无 穷 多 值 ， 划 都 是 实数 ， 

当 & 一 定时 ，3argfs) =1og |x| 。 即 argw=iog i%| 是 是 值 ， 基 
5w 平面 的 射线 ，x: 的 无 穷 多 个 值 都 分 布 在 这 个 射线 上 上 ， 当 局 -0 时 ， 
请 值 的 模 作 成 等 比 级 数 ， 公 比 为 后 ”， 级 数 收 误 于 w=0， 当 上 < 
有 时， 公 比 为 对 级 数 收 合 于 w= ce， 


- 和 了 H 习 站 i 
(2) 2 = a lOR le +itargst Ee) galog rl, silarErt+ 


= 4 | gi rt 
对 于 % 一 定 ， 当 下 =0,1,2,3 时 ， 它 有 四 个 在 同 的 值 ， 这 四 个 值 就 是 
以 原点 为 中 心 ，+ YY jz| 为 灶 径 的 圆周 的 内 接 正 四 过 形 的 顶点 。 
加 wz (zx 是 无 理 数 ) 
一 上 TD 可] 了 [十 FT 区 时 十 人 二 人 一 |z| il21EE+ER 
它 有 无穷 多 个 值 ， 但 是 可 数 的 。 对 于 一 定 的 xz， 这 无 穷 多 个 值 向 密 
地 分 布 在 图 周 ,wl : |xi "上 上 ， 
8， 【证明 】 
为 证 等 式 ， 实 际 是 证 ， 


下 二 了 


arctge% = LO8 i 


显然 ， 度 “= tgw， 出 


Slin few 一 


一 


”0 


1 十 rs 


Ci 1)e ra ~— 了 如 一 1 Ei 一 ss 
| 
1—i% 


-一 1 一 


即 


-lLog(1ti) 

ATCLTES -- -Log{( ， 
1 了 5 | 
一 te| 二 二 

| 到 Log( 计 全 


一 105 一 


第 三 章 ” 复 次 国 数 的 积分 


积分 一 -- 复 要 表 数 的 积分 ， 是 研究 解析 国 数 本 和 性 和 奈 的 重要 工 
其 之 一 ， 解 析 前 数 的 许多 重要 性 质 的 证 明 都 要 用 到 它 ， 例 如 ， 解 桥 
力 数 任意 阶 导 数 的 存在 这 个 重要 性 质 ， 就 基 用 积分 来 证 得 的 ， 

本 章 所 给 出 的 Cauchy 基 本 定理 与 Cauehy 基 本 公式 特别 重要 ， 
它们 前 是 复 变 阵 数 理论 的 重要 基础 。 本 章 所 论述 的 主要 定理 ， 痢 是 
根据 这 商 个 定理 证 得 的 。 以 后 各 誉 中 的 主要 定理 ， 世 都 直接 地 或 问 
接 基 以 它们 为 上 苦 检 ， 因 此 读者 必须 切实 地 掌握 好 这 两 个 基本 定理 . 


3"1 复 变 函数 积分 的 概念 


1 . 复 变 活 数 积分 的 定义 
设 忆 为 ,平面 上 的 
一 条 以 & 尖 起 点 ;以 六 
终 战 后 基 请 5 或 表 段 省 滑 ) 
曲线 ， 通 数 jz) 在 C 工 
连 纺 。 如 膝 以 分 总 为 :&= 
区 总 
人 
段 , 汗 在 每 个 小 弧 鼎 i 
1 
成 RS 《 训 图 3 ， 作 出 图 3.1 
工商 的 家 式 : 


一 1104 一 


9 = Df ER Gr aD) = DfEE dn 
其 中 ， 辐 1 
如 时 将 上 述 报 大 的 小 弧 段 的 长 度 记 为 5， 当 # 无 限 增 加 且 5 起 
上 等 时 ， 不 论 对 己 的 分 法 及 点 tx 的 取 法 如 何 ，5# 都 及 隐 - :的 极限 
存在 。 我 们 把 这 个 极限 值 ， 称 为 函数 了 (tz) 沿 曲 线 忆 从 & 到 $8 的 
积分 ， 并 记 为 ， 
| fas, 


已 


BH. 


心 


| fC) dx = JimD ED dun (1) 
上 共 中 Fs) 称 为 被 积分 国 数 、C 称 为 积分 曲线 或 积分 路 ， 
最 然 《1) 是 表示 国 数 (3) 沿 忆 从 点 & 到 上 BB 的 积分 。 积 分 
| fw ds 


表示 j(%) 沿 C 从 点 8 到 点 a 的 积分 , 
如 染 忆 为 一 条 简单 闭 晶 线 ， 则 积分 ， 


| f(x) ds 


表示 f(2) 洛 财 路 C 的 正 向 道 时 针 方 向 的 积分 ， 而 积分 : 
| fd 
家 示 f(x%) 沿 闭 路 上 的 负 向 《〈 顺 时 镍 方向 ) 的 积分 ， 
有 的 书 上 ， 将 函数 f(x) 沿 曲线 C 从 点 “到 点 8 的 积分 记 作 ， 
| Ac dx， 沿 闭路 C 的 积分 记 作 ， 中 /KGz) dx， 等 等 
[5 c 


雁 上 述 积 分 的 定 交 ， 我 们 容易 看 站 ， 在 畦 殊 情 形 下 ， 当 CC 是 
x 加 上 的 区 间 «x 之 P， 调 F(z) =#(x) 时 ， 这 个 积分 定义 就 是 一 


— 107C— 


兹 实 通 数 积分 的 宦 头 ， 

此 外 ， 当 5 是 53, 平面 上 的 一 条 光 消 (或 未 段 泡 请) 出 线 时 ， 复 
变 函 数 积分 的 定 头 又 与 二 元 洋 函 数 的 积分 ， 豚 密切 的 联系 。 即 ， 

设 C 用 套数 广 程 表示 为 ; 

se = x i), tt. 
于 是 det = 一 CX CX) 

= NE 区 二 下 一 人 二 
此 二 工 ,2 
设 St=Ext zmr 则 
f (Ce) = HER Wa) + ait Ea, Ya) 

这 于 C1) 式 右 端的 和 式 可 表示 为 : 


Df En ds = 2 CH CSRs WA) + etoky MD CdXR + By) 


此 二 】 二 [ 


= >》 Cu Dey Axa— ER Ha) yi 


是 一 | 


+》 (Fi WANE Md] (2) 


这 个 等 式 的 右 端 怡 好 是 二 元 实 函 数 茧 线 积分 的 和 式 ， 

由 于 曲线 积分 存在 的 条 件 是 ， 临 线 C 是 可 求 长 的 ， 函 数 # (x， 
为 二 52x,7) 在 C 上 连续 。 到 此 容易 看 出 我 们 在 复 变 函数 积分 定义 
中 记 给 的 条 件 , 已 经 完全 满足 了 则 线 积分 存在 的 条 件 . 于 是 对 《2? ) 
式 两 边 取 极限 ， 则 得 (1》 式 为 ， 

| fs =| g(x yadxw— p(x yy ay 


必 全 


+ 让 tm Idx +t Hx pay 《3 3 


这 个 等 式 说 明了 : 在 复 变 国 数 积 分 的 定义 中 所 给 鬼 条 件 下 ， 积 
一 1 和 一 


本 书 以 后 所 给 出 的 积分 路 上， 如 果 不 加 另外 的 说 明 ， 部 是 光滑 
(或 未 典 兴 漠 ) 曲线 ， 所 谓 闭路 ， 指 的 都 是 光滑 或 逐 段 光滑 的 简单 
拷 得 线 ， 

2， 复 变 函 数 积分 的 基本 性 质 
从 积分 的 定义 ， 我 们 容易 推 得 下 列 简 单 性 质 ， 
1) | js) d= 一 | fw) de, 


2 ) | 好 (%)dz = 和 /ds (4 为 常数 ). 


石 心 
3 ) [fewds= | fe d+ |f Ce) ds + | fe) ds 
© CT Cs Ca 
= | fw) ds, 
上 二 [ 


其 中 出 线 C 居 由 明 线 Cl，Cs……，C; 困 次 连接 而 成 ， 
4) | CAS) + (RY) + + f(s) ds 


th 


= | fC) a +| 六 (2 十 :十 | fre) do%, 
万 


| 响 性 


或 [2 jt ds = | fe ds. 


已 下 一 | 上 二 1] 亡 


5 ) 种 分 的 佑 模 。 有 下 面 不 等 式 成 立 : 
fea Nf 6%) | ll fo) as 


上 蒜 中 45 表 示 缀 长 的 微分 ， 
这 个 不 等 式 可 出 下 面 的 相等 式 取 惨 限 而 得 至 ， 即 ， 


Bf ED as SP FED Lass SP FE ss 


上 一 人 一 | 点 二 ] 


-一 1 的 一 


如 果 在 曲线 上，| 了) SC 的 长 层 为 王 《机 及 上 都 是 有 
版 正 数 ) ， 则 由 不 等 式 ， 
DD J CR) A MD dx 所 A 上 ， 


目 二 1 此 二 I 


取 极 限 订 得 ， 
|f few9as | SMeL. 


这 个 不 等 式 称 为 查 , 工 休 等 式 ， 以 后 我 们 要 经 第 用 到 它 ， 


5， 复 变 函 数 积分 的 计算 


显然 积分 的 定义 本 号 ， 绽 出 了 一 种 计算 方法 。 另 外 南 (3) 式 
| (2%) d% = Judx — vdy + ie | dy, 


也 期 灵 虹 赤 明 复 变 冰 数 积分 的 计算 ， 可 以 归结 为 对 二 元 实 阔 数 的 沿 
线 弄 分 的 计算 ， 

讽 将 曲线 C 用 参数 方程 表示 为 ，; 

{ x 二) 
了 = 

鞭 复 数 形式 为 ， 

C, %=x) toi = PFO, ti. 
于 是 ，d 二 dx tidy = Cx ti CI PD at 

fw) = ux FO Fix F001 =/CF OY, 

从 和 而， 


全 


| roe> -| {aCxO), yOI +t iv tt), yO) 
[人 


ta 


明 
0) FO I de | fH FD A. (4) 


即 复 变 也 数 得 分 的 计算 可 以 轨 结 为 实 变 国 数 定 积 分 的 计算 ， 
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旭 休 民用 (43 式 订 算 积 分? 请 大 下 面 几 个 例题 ， 
{和 例 13 试 计算 积分 
| Rexwds, 


此 中 磁 积 分 路 上 为 : (1) 从 原点 天 
所 1+ 生 的 让 线段 《2 )》 从 原点 到 
成 1， 矢 从 点 1 到 赃 -- 37 的 折线 段 
《 贡 图 3:2) . 

[ 解 ] 《1 从 原点 旬 点 1+2i 
风 直 线 战 的 套数 疗程 式 为 ， 


> = 


~ y=2f, Oditel., [3.2 
它 的 复数 形式 为 ， 
= (1 +a, Oi<Ll, 
出 dx = (1+ 2 di, 
Regs=f 
于 是 得 


1 
| Reed 一 | i(l + oryat 
已 rr 


"1] 


1+2D| td + 
2 i | 让 


| 


= 六 (+ 27) = 
Ca 应用 积分 性 质 4 >》 ， 特 折线 成 “2 分 成 两 个 直线 纪 ， 
然后 进行 租 分 计算 ， 
从 原 皮 到 点 1 的 直 绩 段 的 疗程 式 为 ， 
二 1， 中 志 1 达 ]， 
由] ds di, 
及 es =+, 
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碎 点 1 到 点 1+227 的 直线 段 的 方程 式 为 ; 


=] + i 


内 d= 1dt, 
Res=1, 
[ rE 
. fl 
|Rewds = ] ti 
EA h 
四 0 
1 4 9. 


注意 ， 这 个 积分 的 两 条 积分 路 ， 尽 管 其 起 点 与 终点 相同 ， 但 因 
所 沿 的 曲线 人 不同， 所 得 的 积分 值 也 不 同 。 请 与 下 例 比 较 ， 
【 例 2】 试 计 算 积分 


| wd 


其 中 夫 积 分 路 巳 为， (1) 由 原 
点 口 到 点 4(2,1) 的 直线 自 ; 
《2) 由 原点 0 到 态 3(2, 0 再 到 
点 4 二 的 折线 段 。( 刘 图 33) 

[ 解 ] (1 04 下 线段 方 
程 次 ， 


名 一 2 十 了 
0 和 1, 
no dz = {2+7) di, 
二 二 
于 十 得 ， 图 3"3 


1 
(ds -| (D+ + d= | +2) tat 
Cb 让 必 
fi L 


= (277) | = ti). 
| 
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人 


(2) 08 直线 段 方 程 为 ， 
= O02, 
网 Hg = dt, 
2 一 天 
BA 直线 段 方程 为 : 
多 二 人 十 六 ， 0 
则 dz = idt, 
= t= 
上 是 依 性 质 3， 得 


zex= | + | -| peatt [Ga + dit)idt 


已 口语 BA 和 


下 1 
= 和 | id 
3 | J 
3 11. 1 . 
一 -十 -2 一 (2 十 7) 
3 a ") 


注意 ， 这 个 积分 的 两 条 积分 路 ， 尽 管 所 沿 的 曲线 不 同 ， 但 因 其 
所 点 与 终点 相同 ， 所 以 积分 值 世相 同 (与 例 1 比较 ) 。 
【 例 31 试 证 明 : 


| 1 di = oi, 
| za 
Lo 
其 中 和 =Yz: ls- 可 :PpP》 (好 芭 点 # 为 中 心 ， 以 P 记 0 为 半径 的 图 
周 》. 
[证 明 】 设 xz-z=piy0<0< 2 (此 好 为 贺 届 上 的 方程 陈 )， 


出 
dx = ipe' do, 


27 
人 一 | 区 ipe'dd = 
4 J Pe 


eo 
tt 


下 下 
= | = SAF, 


以 上 三 个 例题 邦 是 应 用 积分 的 基本 性 质 和 公式 〈4) 进行 计算 
的 。 下面 用 定 交 的 方法 计算 两 个 积分 。 

【 例 4 设 简单 曲线 忆 的 起 点 为 %， 终 点 为 <， 则 租 分 

(1) [ds=2—%. 


(2) | dz = (2 
[ 员 
[ 解 ] (1) 蛙 的 积分 的 被 租 隙 数 f(z) = 1，。 想 据 积 分 候 义 ， 
如 《1 式 谈 为 ， 


| dz = lim D1: da = limD (za — zt.) 
ce = = 
-jim(Z -si) 2 xu， 


(2) 里 的 积分 的 被 积 通 数 (xz) =<， 根 据 积 分 定 尽 ， 对 居 的 
任意 一 种 分 法 ， 作 下 面 两 个 和 式 ， 


$5 二 >, -J 


此 二 1 


Ld $= DP) wz S41), 


上 二 | 
由 于 积分 是 存在 的 ， 压 有 ， 
|zas = ]imy,:= jim 了 
r 用 一 "50 让 


.lim(s, + 5) 


二 一 ”CT 


二 1 7 一 芝 


此 题 当 C 沪 简单 财 虎 线 时 ， 它 们 分 别 是 ; 
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村 题 (3+1) 


1， 试 计算 积分 
| imzde, 
上 中 积分 路 CC 为 ， 
1) 月 跌 点 到 点 2+7 的 直线 段 ， 
2) 企画 周 ， jz = 1 ，0<SaIgxs<sr， 且 起 版 为 荆 ， 
3) 网 周 ，j sg- 一 el = 及 【及 人 > 们 ， 
2， 试 订 算 积分 


| alex 
其 中 积分 路 已 为 ， 
1) 和 目 原点 到 点 2 一 i 的 直线 段 ， 
< ) 线段 5 一 1 i， 
3 ) 半生 周 ， | sw = 1 -万 A182% 必 坟 ， 且 起 点 为 一 


4) 辕 周 , 1 x*|=R (有 > 由 。 
3。 试 计算 积 介 
| is -1 le. 
卡 中 积分 路 已 为 图 周 ， | %| =14， 起 点 为 1。 
4。 斌 计算 积分 
| zs。 


人 
— i115 


其 中 和 分 路 CC 为 ， 
1) 肯 愿 点 D60， 全 到 点 了 (1L， 卫 药 直 线段 ， 
(2)》 日 战 D(0， 自 到 点 妈 (1， 们 直线 肛 ， 再 基点 也 到 点 
有 (1L，1 的 直线 段 ， 
5， 试 计算 积分 
| :4 


其 市 积分 路 上 同上 题 . 


| 一 全 = 2 # 二 1， 
< 0 为 整数 ，w2s1， 
其 中 上 为 图 周 ， | 一 w =p 《> 们 ， 


3.2 Cauchy 积分 定理 及 其 推广 


1，Cauchy 积分 定理 及 其 证 明 


读者 在 数学 分 析 和 里 ， 己 经 学 过 了 二 元 函数 的 曲线 积分 .在 曲线 
积分 中 ， 我 们 研究 了 积分 与 路 泡 关 的 问题 ， 对 于 复 变 函数 的 积分 来 
说 ， 也 奉 在 着 积分 与 路 无 关 的 问题 ， 一 般 地 说 ， 一 个 函数 f(x) 沿 
曲线 忆 的 积分 值 与 被 积 丙 数 (x) 有 有关， 与 积分 路 性 的 起 点 和 终点 
有 有关， 也 与 路 有 有 关 ， 上 上 一 节 的 例 1 的 积分 与 全 3 的 积分 ， 部 是 妆 
路 有 蒋 的 例子 ， 而 我 们 所 说 的 积分 与 路 无 关 问 题 ， 指 药 是 ， 积 分 的 
值 只 与 函数 j lz) 有 关 ， 与 曲线 的 起 点 、 终 点 有 有关 ， 而 与 积分 路 
无 关 。 下 一 节 的 例 3 的 积分 ， 就 是 与 路 无 关 的 。 在 数学 分 析 中 ， 我 
们 已 经 证 明了 二 元 实 函 数 积 分 与 路 雹 关 和 函数 沿 任意 一 条 闭路 积分 
为 零 之 间 是 等 价 关 系 。 那么 复 变 函 数 究 竟 在 什么 条 件 下 ， 积 分 与 路 
无 关 电 ? 上 弓 者 疯 ， 在 什么 箱 件 和 下， 和 划 变 表 数 沿 任 意 一 条 闭路 积分 为 
零 呢 ? 法 国 数 学 家 Cauchy 〈 彰 西 ) 在 1825 年 解决 了 这 个 问题 ， 并 
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给 出 了 这 个 定理 。 这 个 问题 的 解决 ， 对 于 复 变 函数 论 的 研究 和 发 
展 ， 起 着 非常 重 杰 的 作用 。 它 是 复 变 示 数 理论 的 基础 。 有 人 将 它 比 
喻 作 研 究 复 变 函 数论 的 钥 亚 ， 事 实 也 是 这 样 。 所 以 我 们 把 这 个 证 理 
称 为 积分 基本 定理 ， 或 称 Cauchy 定理 ， 下 面 给 出 这 个 定理 和 证 
明 ， 

定理 1 设 函 数 了 (%) 在 单 连 省 区 域内 是 解 析 的 ， 则 .7 治 
G 内 任何 一 条 闭路 忆 的 积分 都 为 零 ， 即 


| fe% dz=0, CEGES,. 


【证明 】 对 于 这 个 定理 的 证 明 我 们 给 出 两 个 方法 .其 一 是 Rie- 
mann ( 黎 曼 ) 在 补充 了 一 个 条 性 后 ， 应 用 熟知 的 Green (格林 ) 
公式 ， 所 给 出 的 证 明 。 其 二 是 Goursat (上 古 范 ) 给 出 的 证 期。 后 一 
个 证 明 方 法 不 用 再 加 条 件 , 但 很 麻烦 .所 以 也 写 在 这 里 供 读者 参考 ， 

证 央 一 ， 在 定理 了 工时， 补充 假定 : A'(%) 在 6 内 连续 、( 读 者 很 
快 就 会 看 到 ， 这 个 条 件 是 解析 困 数 本 身 所 男 有 的 性 质 ) 。 
册 积 分 定义 ， 而 有 等 式 83 .1 一 1(63 ) 成 立 。 即 
| F659as= Judx -vady +i]rdx tsdy. 


对 于 上 式 右 端的 两 个 线 积分 
|a>- vdy 与 | 十 到 他 


[my 


在 补充 条 件 下 ， 可 类 


在 G 内 都 连续 ， 这 样 就 使 得 上 面 两 个 曲线 积 公 都 满足 了 Green 公式 
的 条 人 忻 。 即 ， 
Jo 号 Jo 


已 
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jex+ eday= ||( 2 - 让 dxay, 


其 中 P=inttC)， 
再 由 太 s 的 解 术 性， 有 CC. 一 人 .方程 ， 


上 两 式 右 端 得 ( ， 


fue- sdy=0, [sdx+ wdy=0. 
[i 


忆 


从 而 
| Are dx = 0。 


证 昔 得 证 ， 《证 毕 》 

在 上 述 证 是 中， 显然， 没有 了 '(%) 在 6 内 连续 这 一 补充 假定 的 
茶 件 ， 便 不 能 应 用 台 feea 人 公式， 而 日 为 了 应 用 Green 公式 ， 需 要 
把 了 (%) 写成 # x59) + 和 (es 力 ， 

* 证 明 二 ， 其 证 明 如 下 

首先 ， 设 积 务 路 CG 为 一 个 三 角形 入， 其 周 界 长 设 为 工 的 稍 
形 。 于 是 ， 设 (x) 沿 入 的 积分 的 模 数 为 M， 即 ， 

| fazl=M (1) 


我 们 要 证 明 ， | =%， 就 是 来 证 明 M=0. 


Es 


现 把 六 的 每 边 表 二 等 分 ， 并 两 两 连接 这 些 分 点 ， 于 是 入 就 被 分 


界 长 为 子 《图 3: 4) ,最 然 / (x) 沿 三 角形 人 的 积分 等 于 沿 Ak( 
= 1,2,3;4 的 积分 和 和， 即 ， 
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dx = | Fs) dr (2) 
| > | AAA 
关中 消 每 一 条 连接 分 点 的 线 怒 的 各 
旭 ， 验 好 按 相 反 的 方向 备 取 一 次 ， 
因而 互相 抵消 。 /AANA \ 
既然 供 [||] = 六 ((1) 式 ) ， 


由 (2 》 式 可 知 ， 对 于 三 角形 Au 本 
至 少 有 一 个 三 角形 使 得 沿 它 的 积分 图 3.4 


的 模 之 半 ， 我 们 假定 这 个 三 角形 是 信 ,。 即 有 
| fax > 村， 其 周 界 长 = 过， 


对 于 人 我 念 重 复 前 而 的 作法 ， 将 它 又 分 成 四 个 金 等 三 前 形 。 
其 中 宇 少 壕 有 一个 三 角形 说 为 入 :22， 满 足 


人 yao 其 周 界 长 = 去 ， 


rE 

现在 把 这 种 分 法 无 限制 地 继续 下 去 。 我 们 将 得 到 一 个 三 角 背 训 
列 ，{ 人 4 ，#= 0 41,2,… 如 下 ， 

A=A A= A LD, 2 J 

此 中 A 人 A 人 DD 时 DDAn 二 "(其 中 下 骨 表 示 第 # 次 
分 法 ， 于 角 表 示 所 取 的 三 角形 )， 

名 它们 相应 的 周 界 长 依次 为 

L L L L 


将 


久 由 jdz |> ， 关 一 全 2 (20 , 依 “ 闭 集 赛 定理 ” 


《第 一 章 8 14 一 1》， 当 #00 时 ， ds- 有 必 有 了 唯一 的 一 
所 了 ElAo” jj 且 PEG， 这 里 的 闭 集 套 就 是 三 角形 套 。 集 侣 的 
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于 -0， 当 #-xoo 时 ， 这 里 的 _P, 不 乱 设 为 su 


直行 0 ， 就 是 
HEAUntA, 0 

因为 1(%) 在 6 内 解析 ， 故 存 点 ;处 , 1(%) 具 有 有 限 导 数 /'(%,). 
这 样 ， 对 于 任意 给 定 揭 e 汪 9， 有 部 >0 存在 ， 使 当 0 过 性- 划 去 
5 时， 总 有 


Of _ fis,) < 


存在 。 亦 出 

fw) — 下) ~ (i so) (0)] el , (3) 
当 # 充分 大 时 ， 入,” 被 包含 在 闻 城 B={%: | 一 %| 之 6} 内 ， 国 
此 当 3s 马 六 。 内 ， 必 满足 (3 ) 式 ， 而 且 还 有 : 


一 ,| < 三 9 
从 而 ， 
[fy — FD (40) | 上 
但 是 由 于 
| dx = 0), | zdx=0 (83:1 全 4) 
oD 
我 们 得 ， 
| (2) A -| ,Cf (%) — fs) — (os (wd, 
于 古 ， | 
| (2) de = | ef C3) — 20) — (Ss — Sf (sd | 
L .LL -oe 上 
~ pe se C4) 


出 较 (33 与 4) 可 有 : 
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M .i 
一 eat 


即 M<eL?， 而 模 M=| | 之 0 


i 


由 于 可 以 任意 小 ， 可 见 日 =0。 

其 次 ， 讨 论 当 C 为 一 多 角形 周 界 了 时 的 情形 .我 们 用 对 角 线 把 
以 王 为 局 办 的 多 角形 (从 一 顶点 出 发 ) ， 分 成 三 角形 (如 图 3*5, 口 
五 角形 从 顶点 出 发 分 成 三 个 三 角形 ; 


于 是 ， 
| Acoa 
有 
应 用 前 面 的 结果 可 得 : 
| reoaz = 作 ， 


FP 


以 上 分 别 讨 论 了 当 CCG， 
C 是 三 单 形 ， 是 多 和 角形 周 漠 的 情形 ， 

最 后 讨论 汝 上 为 C 内 人 征 意 的 简单 闭 曲 线 时 的 情形 。 我 们 前 先 证 
明 如 下 的 了 预 理 ， 

预 理 1 设 函 数 jf(%) 丰 区域 GCI 内 连 线 ，CCG 是 任意 一 
条 逐 段 光 消 曲线 ， 则 对 于 任意 给 定 的 se 小 0, 在 6 内 必 有 一 条 端点 与 
相同 并 内 接 于 C 的 折线 了 (如 图 3:6) ，? 了 Ce, 使 

| reoez-| f(s) dz | 一 s。 【5 


【证明 】 取 有 界 闭 区 域 BCG， 并 使 CSCDP CC 的 每 一 点 都 是 DD 
的 内 点 ) 。 依 C，5 间 的 距离 ， 必 有 正 数 4 存在， 以 “EC 为 中 心 
作 疼 域 B(x，) 二 DBD，d d(C, DD), 

依 连 续 孙 数 的 性 质 ( 第 一 童 );， 函 数 /lx) 在 五 上 连续 ( 因 (x%) 
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在 G 内 解析 ) ， 必 人 一致 连 续 ， 亦 即 
对 于 任意 给 定 的 e>0， 有 六 一 0 仓 
在 ， 使 当 2” 与 条 ED 且 ~ 
"| < 时 ,有 下 列 不 等 式 成 并 ， 

| 站 — f(s")| ~ 


其 中 工 是 上 曲线 CC 的 长 度 ， 

现 选 取 8 mint5,， dj, 邮 8 
小 于 5,，4d 中 的 最 小 者 ， 我 们 就 以 
这 样 的 ,在 山 钱 《zs F(D), a 
iB， 上 取 分 点 

%, = Fla), gS gry ", sa PCA) 
使 C 上 的 庄 对 应 孤 中 最 长 的 孤 <5， 从 而 有 玖 

| s 一 区 012 
顺 次 连结 上 的 诸 分 点 ， 便 形成 一 条 折线 了 P， 它 的 每 一 段 Pr= 
zr%k 的 长 度 < 过 3，。 散 zx24- 忆 BCsi， 几 二 G6， 这 样 的 P， 共 每 边 的 长 
< 志 8， 端 点 与 C 的 重合 ， 顶 点 都 位 于 C 上 上， 这 条 折线 P 就 是 所 求 的 
折 弘 ， 亦 名 的 5 一 接触 线 ， 

现在 米 比 较 | 7(z) dx 与 | f(z)dz 的 值 ， 即 玖 证 明 (5) 式 成 


了 


立 。 为 此 作 积 分 和 【 依 积 分 证 多 ， 把 5 取 为 忆 sts 
> 一 


这 个 和 数 当 -0 时 ， 趋 近 于 | .Ka)ds， 即 


| fx) dx = limD CLE) Cok — A) 


tC 量 二 包 
或 
| fC ds- BD fon {SRL 一 Tk) < (62 
候 是 二 昌 


一 1z2 一 


我 们 再 比较 积分 和 甩 /24 Ct- sh 与 积分 | f(x)dz 的 其 ， 


二 二 pp 
由 于 
5 =f (sa)| d% =| f(ze) dz, 


| 


Wi | fewdz=B | few)a, 


F 由 二 | PP 点 


| fisyds ~ BD f(s (TE 一 名和 | 


-| > | fea- | ftx0 d% 


点 二 吕 上 上 二 二 上 吾 志 


< | [xy — fF) Jd | 


上 一 看 PP 


外 一 」 


< max | f(z) - f(z) | PH 。 《7) 


天 一 


但 因 x€ Px， 应 用 不 等 式 ， 


| 一 多 | si min (8, d) 
加 上 € 
max|f 2) za)| pT 申 
代 六 《7) ， 则 


志 一 下 县 一 | 


| fe)ds -BD fn Ger- | < 
且 点 二 时 二 和 


二 一 下 


2 DlPd = (DP =£). (8) 


是 二 日 


比较 (6§》 和 (8) 式 ， 恒 得 〈5) 式 ， 从 而 预 理工 得 证 。 邯 
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lim| fe) de% = | fr} dz, 


应 用 预 理 1 来 证 当 CCG 是 简单 财 井 线 的 情形 。 由 预 理 1， 对 
于 尾 意 的 e>0， 作 的 5 一 接 悉 折线 P， 这 个 5 总 存在 ， 开 能 使 


| fos) dx | fw) dx [ie. 

Li 'p ' 
因此 ， 和 人知 证 | fw)dz =0, BE |f Cz) ds = 0， 
反之 ， 如 能 证 得 “| f(x)4ds = 0， 则 | 

| | | 

fz)dz {=AM=0, 

i ! 


因为 C 是 简单 闭 曲 线 ，P 如 为 凸 多 角形 ， 便 可 从 一 顶点 出 发 作 
出 芳 千 三角形。 如 前 所 论 ， 必 有 有 | | f(z)ds|= M =0。 和 如 了 为 非 本 


多 角形 ， 但 ?的 任何 两 边 都 不 相交 ， int (了 P)C6G， 我 们 把 int( 了 ) 分 
成 若干 个 凸 笋 前 形 ， 问 题 也 成 立 ， 禾 定理 下 钴 、 (证 毕 ) 

在 这 个 证 明 中 ， 我 们 是 先 证 六 xs) 河和 六 周 界 药 积分 为 零 ， 再 证 
滑 多 角形 周 江 的 积分 也 海 零 ， 最 后 证 洛 任 一 简单 于 曲线 的 积分 也是 
替 。 其 中 要 作 简 单 六 曲线 的 6 一 接触 折线 了 (多 前 形 的 周 界 )， 即 预 
理 1， 和 上 身 然 我 们 也 可 以 酸 过 来 证 明 ， 期 先 证 记 理 ， 然 后 证 泪 密 前 
形 ， 再 证 沿 三 角形 的 积分 为 零 ， 即 沿 简单 闭 曲 线 的 积分 为 零 ， 

Cauchy 定理 指出 ， 只 机 区域 @ 是 单 连 通 ， 畏 数 jf(x) 在 上 内 
是 解析 的 ， 则 .上 xs) 在 殷 内 积分 就 与 路 无 关 ， 

我 们 再 来 看 83 .1 中 的 例子 ， 饮 2 中 的 被 积 国 数 / (%) = x 是 了 zx 
平面 上 的 解析 沙 数 ，5% 平 面 是 单 连通 区 域 ， 因 此 满足 了 Cauchy 积 
分 定理 的 条 性， 其 积分 就 与 路 无 天， 

Cauchy 定理 给 出 了 积分 与 路 无 关 的 充分 条 件 ， 我 们 在 下 一 节 
中 即将 看 到 “连续 函数 在 单 连通 区 域 G 内 解析 ”， 是 积分 与 路 无 关 
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的 必要 条 件 【Moreta 定理 ) ， 也 就 是 党， 上 让 解析 泪 数 在 单 连 运 
区 域内 的 积分 , 才能 与 路 无 关 。 疆 :1 中 的 全 1 ,因为 被 积 辐 数 (%》 = 
及 cs 在 5x 平面 内 的 任何 区 城内 部 不 解析， 邦 积 分 与 路 有 关 。 例 3 


中 的 被 积 范 数 是 f(x) = 二 一， 积分 路 C: kk 一 4| =P 《之 中 ， 因 为 


f(%) = 一 在 *=4 不 解析 《〈 没 意义 )， 所 以 f(x) 在 任何 包含 C 


的 单 违 通 区 域内 都 不 解析 ， 积 分 便 与 路 有 关 ， 
显然 ， 应 用 Cauchy 定 理 容易 判定 二 列 著 路 积分 为 零 ， 
[ 饮 11 证 明 积 分 | sinzsds =0. 


1%[ 三 19 


[ 例 2】 证 明 积分 | 生 os dx=0. 


la =! 


因为 例 1 与 例 2 中 的 被 积 范 数 ， 在 某 一 个 包 食 积分 路 的 单 连 通 
区 域内 解 术 ， 芍 积分 均 为 零 ， 

2. Cauchy 积分 定理 的 推广 

定理 2 设 简 单 闭 曲 线 C 是 单 连通 区 域 G 的 边界 ， 酒 数 (%) 在 
6 内 解析 ， 在 C=GUCE 上 连续 ， 刚 

| f0% 号 
这 不 定理 是 Polland (波兰 物 ) 在 1923 年 所 得 的 结果 ， 

对 于 这 个 定理 的 严格 证 上 明 ， 需 要 有 实 变 函数 论 和 其 他 方面 的 知 
识 ， 固 插 就 不 鱼 出 证 明了 。 但 是 今后 要 经 常用 到 这 个 定理 ， 因 为 这 
个 定理 并 不 要 求 积 分 路 C 必须 位 于 解析 区 域 G 内 ， 当 CG 是 3G 也 可 
以 。 

3. Cauchy 积分 定理 推广 到 复 连 通 区 域 
定理 3 设 有 *+t 条 简单 印 曲 线 C,，，Gl，…，C, 曲线 
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Cs，…，Cs 中 的 每 一 条 都 在 其 余 诸 曲线 的 外 部 区 域内 ;而 记 有 这 此 
曲 然 又 都 Cintte,) 和 于 是 Cas Cs Ca ‘Cn 围 戌 了 一 个 有 界 复 
连通 区 域 C (如 图 3.7) 设 冰 数 六 so) 在 如 内 解析 ， 在 已 上 连续 ，“《 


= UCk (G 的 全 部 边界 ， 则 
| Pedro (9) 


证明】 这 里 的 积分 路 C 是 复 连通 区 域 人 的 边界 ， 了 到 其 正方 
加 《有 即 保证 区 域 完 全 位 于 它 前 进 方向 的 在 边 ) ， 对 于 C, 应 到 道 时 针 
方 阿 ; 对 十 C, ( ‘a Cn 诺 职 顺 时 竺 的 方向. 


即 Re 


| fs%) dz 


= | f(r) a, 


cat + tt 


根据 积分 的 基本 性 质 ， 则 有 有 


| Fewaz= (J + f+ 二 = 


必 | Cli= C= 


十 | ) fw) dz. 图 83'7 


[my 


现 用 完全 仿 可 的 # 茶 杆 助 线 披 rk (k=1,2, "ty 米 连 接 Cl, 
Cs" Cs 如 (图 3+:7) 。 于 是， 复 连 通 区 域 G 变 成 了 单 连通 区 域 
G'， 然 后 应 用 定理 2 即 得 ， 
事实 上 ， 党 6G! 的 边界 的 积分 中 ， 其 在 全 部 补助 线段 7 上 的 ， 都 
是 按 互 反方 向 各 积分 一 次 ， 并 互相 抵消 。 记 以 剩 下 的 积分 基 ， 
he 
了 世 就 是 积分 


| eeoss<| + 人 全 | {10 


《证 毕 ) 
容易 看 出 ， 报 据 积分 的 基本 性 质 ， 可 将 (10) 式 改写 成 
| f¢as= | fx) ds + | fw dz+ “1 + | ftwas (11) 


Ce | Li 心机 


这 表明 凡 满 足 定理 3 的 条 件 的 函数 (x)， 沿 复 连 遂 区 域 的 
外 部 边界 的 积分 ， 等 于 沿 Ce 的 内 部 按 界 的 积分 之 和 ， 
这 个 结论 在 以 后 的 许多 定理 的 证 明 中 都 要 用 到 ， 在 积分 的 计算 
上 它 世 是 有 利 的 二 县 之 一 ， 
[ 例 ] 了 证 明 
| bp = 当 n=1 时 | 
2 0， 当 "为 整数 ， 且 wsl 时 ， 
其 中 忆 , 表 示 包 图 点 4 在 其 内 部 的 任意 闭路 
这 个 例子 中 的 被 积 函 数 ， 和 习题 “(3:1》 的 题 6 中 的 被 积 函 数 
相同 ， 只 是 这 里 的 积分 路 是 绕 点 4 的 任意 了 拷 曲线 ， 而 前 者 是 圆周 上 
= 《2 jz 一 gg = Pp} 而 已 ,其 证 明 方 法 ,就 是 利用 了 《11》〉 式 的 结 来 ， 
【证明 】 了 由 于 后 aE€int(tC， 
而 必 阁 辣 C= {x: js 一 a| =p, Pp 这 0， 
使 CinttCo) 《如 图 3.8) 。 于 是 以 
为 外 部 边界 ， 以 CC 为 内 部 边界 ， 就 
构成 了 一 个 复 连 通 区 域 G。 在 这 个 复 


连 道 区 域内 ， 被 积 函数 一 3 为 
解析 ， 消 足 定理 3 的 条 件 ， 因 此 有 


| pr pe 
(ws—a" J (za)” 
Cy C 
这 样 ， 利 用 习题 3.1 题 6 的 结果 ， 就 图 3.:8 
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得 到 了 所 求证 的 结果 . 
这 个 站 果 ， 以 后 常用 ， 请 读者 记 住 ， 
[ 例 2】 斌 计算 积分 | 2 一 
|] wi 一 多 


其 中 心 为 绕 0 与 工 两 点 的 闭路 ， 
【 解 】 由 于 被 积 函 数 可 以 写成 ， 
2%-1_ 2x-l 1 .| i 


Ds 


wi es) 多 多 一 


它们 在 s 平 面 上 除 %=0 与 %=1 外 
为 解析 ， 因 此 作 故 域 E,= {x : |% . 
所 Pi 及 Fi = {%: |% 一 1 之 pe}, 并 全 
Bi， RC1nt (CC) ,圆周 C= 9 
C=0B;，C,NC:=$。， 且 互 不 相 
含 ， 于 是 区 域 
{Go = int(C) ~ B.~—B, 

恒 是 复 连通 区 域 ， 且 3G =CUC, 
UC (如 图 3. 的 。 在 这 个 复 连 通 
区 域 册 ， 被 积 冰 数 和 解析 ， 满 足 定理 
3 琳 条 件 ， 部 应 用 (11》 式 便 有 


| ds =| 2%—1 dx 


?一 多 | x(z—-1) 多 39 
£} 
5s 1 
sw{o 5 
C2 


再 应 用 定理 2 及 33:2 例 3 得 


%{s C1} 名 名 一 工 2 
?2%— 1 | 1 1 -| 1 _ 
| 2 dx = ( + de po 2ri, 


2271 jy on oni = dni, 
。 开 E 一 到 


综合 定理 2 及 定理 3， 可 将 Cauchy 定 理 的 推广 括 述 为 ， 如 果 
函数 f(x) 在 区 域 G 内 解析 ， 在 G 上 连续 ， 则 f(x) 沿 G 的 边界 积 


分 为 替 . 
本 题 (3*2) 
1 试用 观察 法 ， 求 得 下 列 积分 ， 并 说 明 根 据 ， 
i 
1) -一 - ds, 
二 2 
rr 


其 中 人 为 圆 环 域 ， 二 < jj 二 1 的 边界 。 
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2 和 十 号 
3) | 有 dx. 


la1=2 


$3.3 不 定 积分 


1, 积分 上 限 函 数 的 解析 性 

如 上 节 所 论 ， 有 了 Cauchy 定 理 ， 则 解析 函数 /(x》 在 单 连通 
区 域 G 内 欧 积 分 ， 只 与 积分 路 的 起 点 * 与 终点 % 有 关 ， 调 习 路 5 
无 类， 因此 积分 可 记 为 


| Apeees = fod 


其 中 x 写 x 分 别称 为 积分 的 下 限 和 和 上限。 如 果 下 限 % 辕 定 ， 让 
上 上 限 在 如 内 变动 ， 则 积分 
| fw di, EUCSS, 


为 x 的 单 什 函 数 ， 称 为 (zx) 的 积分 上 限 2 的 函数 。 并 记 为 
F (%) -| Fe 


定理 1 设 函 数 f(x) 在 单 连 通 区 域 G 内 解析 ， 则 它 的 积分 上 
限 函 数 F {x)， 在 如 内 也 基 解 析 函 数 ， 且 导数 F'(%) =/ (x*)，%E0G. 

[证 明 ] 只 妥 对 6G 内 任 一 点 %% 能 证 得 : z 

F'(zw) =f(z) 即 可 。 也 就 是 说 ， 由 导数 定义 ， 具 和 需 证 得 ; 


Flst+ Azy— Fs) 
Te =f(%). 


lirn 

过世 于 
或 者 证 得 ， 任 意 给 定 - :个 se 二 0， 都 存在 >0， 当 9 14x| 所 时， 
有 不 等 式 

Pis+ A%) — POS) | 

| 一 人 一 一 f 2) < 
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企 在 如 可 ， 

为 距 ， 忆 碟 8 为 中 心 作 一 -个 周 冉 
CS PETG, nttC) = BM TG 
(如 图 3.10) 。 

HR St dE By, n) = Int (CC), 
则 


上 时 十 地 对 
F (w+ /sey =: | fds 
= 
FP (gt dr) PES) 
> 


十 目地 开 里 


-1 [fe a- fea). 


] 王 | 


所 3" 1 


由 于 解析 函数 六 5) 在 C 内 的 积分 与 路 无 关 ， 因 此 令 A( 中 从 zi 到 
x+ Az 的 积分 路 通过 点 <， 并 从 2 沿 二 线段 到 + Jz。 这样 可 有 


置 十 二 
Flg+ dx) -Fy ! | 
a f(b) dae, 


Az 
并 且 
- ] ， +, l 
Fo = | few) dt (由 831 例 4 | dz=z-) 
于 起 得 到 
F(x+do) Fs) ps 1 fr 
td Ls) pw) = CA -fd 


根据 六 xs) 在 C 内 的 连续 性 ， 对 于 任意 给 定 的 ce 守 0， 只 要 圆周 的 半 
径 p 足 够 小 ， 则 在 -: 切 点 5EEintC) 《或 1- 划 所 pp)， 都 有 不 等 式 
[A -| < 
成 立 ， 于 是 有 ， 
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下 十 了 下 
FOr A FD) po LT po 
| Eb ff (%) | | 0 fC%) | 4 总 ] 


< 一 和 |dx| =#, 
这 就 证 明了 定理 1， / 
(证 毕 ) 
其 以 上 的 证 其 过 程 中 ， 可 以 证 明 下 面 更 一 般 的 情形 ， 
定理 2 没 国 数 f(x) 在 单 连通 区 域 < 内 连 绑 ，5 为 C 有 的 一 个 
定 上 所 ，z 为 占 内 的 任意 一 变 点 ， 积 分 


F (x) -=| feyae 
往 在 ， 理 与 路 无 闫 .。 则 F(%) 在 和 内 为 解析 殉 数 ， 并 且 有 Fi(x) = 
1%), 
也 就 是 说 ， 用 定理 1 的 证 明 ， 就 可 以 证 得 这 个 定理 。 它 将 在 下 
一 节 中 ， 证 明 Morera 〈《 葛 珊 葵 ) 定理 时 被 应 用 。 


“， 不 定 积分 


和 数学 分 析 相 类 似 ， 我 们 给 出 不 定 积分 的 定义 旭 下 ， 

在 区 域内 满足 wg'(%) = 了 lz) 的 丽 数 pC%), 称 为 (x) 在 G 内 
的 一 个 不 定 积分 。 或 原 函 数 . 

容易 证 明 ， 函 数 f(z) 的 任意 岗 个 原 函 数 之 差 , 帮 是 一 个 常数 

事实 上 ， 设 gs 和 gt%) 是 j(%) 的 任意 两 个 原 畏 狐 。 于 是 
由 定 半 可 有 

Co (CE) ~ pa Cs) =) 一 of 人) = f(x) — fs) =0 

出 第 二 章 8 一 4 的 鲍 3 ， 力 得 gt%) - 人 5) = 点 (常数 ) ， 

显然 ， 在 定理 1 和 定理 2 的 条 和 件 下 ， f(x) 的 积分 上 上限 消 数 


F(x) -|7ee f 就 是 了 (x) 的 一 个 原 汕 数 ， 
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5，Neywton-Eelibniz 公式 


于 南 我 们 用 原本 数 推 得 解 术 汪 数 的 定 积分 计算 公式- 一 New- 
ton- 一 -上 cibniz 《牛顿 - --- 药 布 尼 楷 》 公式 。 

定理 35 设 函 数 (2) 在 单 连通 区 域 G 内 解析 ，F(%) 是 A(%) 的 
任意 一 个 原 函 数 ， 则 


| Fw) ds = F(z) — F(%,), 


其 中 站: 部 是 GC 内 的 点 ， /的 没 着 zx 与 %; 河 的 任 一 积分 路 积分 ， 
【证 明 】 由 于 FC%) 是 j (x) 的 一 个 原 苑 数 ， 因 此 本 有: 


F (2 -| 71425+5 (C 为 常数 ) 
仿 二 出 


F (%2) = | Fd +t 
令 z= 网 Fs) = 0, 


F (Cx,) -| fe dt + Fs), 
故 得 证 


| FY dE = F (ss) — F(%,), 


《证 毕 ) 
乏 用 牛顿 一 一 鞠 布 尼 兹 公式 计算 解析 遂 数 的 定 积 分 ， 就 完全 和 
数学 分 析 中 许 算 一 元 函数 的 定 积分 相 类 似 ， 例 如 ， 
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33.4 Cauchy 积分 公式 


1，Caucphy 积分 公式 


如 以 于 所 论 ，Cauchy 积 分 公式 是 用 Cauchy 积 分 定理 推 得 的 重 
要 成 末 之 一 ， 它 也 是 研 冤 解析 函数 的 重 对 工具 之 一 ， 

定理 1 吏 避 是 以 有 限 条 光滑 简单 闭 曲线 为 边界 的 有 界 区 域 
(如 图 3.11) ， 国 数 f(z) 在 G 内 解析 ， 在 G 上 连续 。 则 对 于 G 内 
的 任意 一 点 x%， 都 有 


f(y = | ae, (1) 


公式 《1) 就 是 著名 的 Cauchy 积 
分 公式 ， 或 称 积分 基本 公式 ， 
【证 明了 姬 在 各 肉 任 取 一 点 名， 只 
须 诈 得 模 
Te) ” Tp | 
[| 全 dC ~ Znif Cx) | 


可 以 任意 小 ， 就 能 证 得 (1， 式 ， 

为 此 ， 我 们 以 名 人 G&G 为 中 心 作 加 局 
Los PY =4%:| 2—% |=P), 全 Cpl%,, 
PP 二 上 ，( 如 图 3:11) 


在 G 内 ， 通 数 世 只 在 点 % 不 图 3,11 


解析 。 但 在 6 内 挖 去 闭 国 域 B= ts 一 划 委 py 的 区 域 上 就 解析 
了 。 于 是 渡 足 了 $3 .3 的 定理 3 的 条 件 ， 而 有 等 式 ， 
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| de 四 (2) 


其中 Coe=0B = {%:| 区 一 和 | 一 让。 


又 由 于 
[de 
2rt 有) Ex 
而 有 
; el 
Dr f (%0) -| Ae, (3) 


将 (3) 及 (3) 代入 工 肉 山 有 
T= 上 dr” | Yr | 


一 [FOO ~ f(z) ,yy 
-| < Le ya, 


由 于 A(E) 在 C 内 连续 ， 故 对 于 任意 的 0， 存 在 6>0， 当 长 - 
5 | < 时， 有 有 
FEY - f(g)] < e, 
于 是 只 要 加 局 5 从 半径 p 取 得 使 p< 二 5， 在 Co 上 就 有 
< ae ~ Dn0 = De, 
由 于 可 以 任意 的 小 ， 故 定理 得 江 ， “证 毕 ) 
这 个 公式 所 以 重要 ， 就 在 于 它 给 出 了 解析 前 数 的 积分 表示 式 ， 
它 表 明了 解 醋 疼 数 在 区 域内 部 的 值 ， 可 由 两 数 在 区 城 边 界 上 的 值 玉 
确定 。 故 亦 称 “ 边 ”唯一 性 定理 ， 
比如 说 ， 设 f(x) 是 满足 定理 1 条 件 的 解析 两 数 ， 如果 这 个 画 
数 在 区 域 G 的 边界 C 上 取 值 总 为 常数 号 风 这 个 甫 数 在 区 域内 部 到 
值 也 总 为 常数 &, 六 让 国 沁 向 公民 有 


3 Ta ek 


一 135 一 


再 缠 如 ， 如 果 这 个 函数 在 边界 C 上 取 值 的 规律 为 (5) = 5: 候 
EL)， 则 这 个 函数 在 6G 内 部 的 取 值 规律 亦 为 f(z) = (xEG)。 因 
为 由 公式 有 


解析 函数 的 这 个 特征 ， 说 明 它 有 强烈 的 内 在 联系 ， 
Cauchy 积分 公式 对 于 计算 一 些 闭 路 积分 ， 是 很 有 用 的 ， 
[ 列 1】 试 计算 积分 


wa 


| 凡 一 相 二 1 


【和 解 ] 由 于 轿 数 %" 在 
泌 了 网 域 js-al 之 1 上 上涨 
足 (auchy 积 分 公式 条 件 ， 
故 由 会 去 可 得 ， 


[ 例 2】 试 计算 积分 


| dg 
+1) 
[ 解 】 册 于 图 3*12 
1 和 1 
名 (十 《一 
因此 我 们 在 | 对 =5 内 部 分 别 久 点 0 ，+ 上 F 为 中 心 作 三 个 小 移 周 C 
c: Ci (如 图 3:12) 且 互 不 相交 ， 瑟 不 包含 。 则 在 以 ls| = 5 为 外 边 
界 ， 以 CI， 人 Cs， CC， 为 内 部 边界 的 复 连 通 区 域 上 ， 被 积 冰 数 洲 足 


83.2 定 理 3 的 条 件 ， 故 有 


cr i Li | 


| ds =| dw +| ds + pe 
| (二 + 1) 区 《和 十 于) {sr? 十 1) es {w+ 1) 
高 上 二 入 
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由 Cauchy 积 分 公式 


1 
dx -| (zt 有 dwr 
je 人 


| 


1 
| | 一 dy = onf 
如 


= 2nF 
“2+ Or 
| 
1 

dx - 1) oo 1 
| 0 | 2 A 
[| -9 

于 是 得 
ds | 2 
| Say- 2ri- ni=0, 


Il 三 5 


2， 算术 平均 值 定理 


如 果 函 数 (x) 在 一 个 图 域 B 5 -~ 5 之 + 内 满足 Cauchy 积 分 
公式 的 条 人 和 件 ， 我 们 就 得 到 下 面 的 算术 平均 信 定 理 ， 

定理 2 设 函 数 f(x) 在 圆 域 B: lz -x | 过 RR 内 和 解析， 在 B: 
一 RR 上 连续 ， 湖 


Ex 
让 = 一 | fst Rery dp, (4) 


由 


事实 上， 只 要 应 用 Cauchy 积 分 公式 ， 作 代 换 
~ % = Re*, O00<2n, 
即 可 得 【4 ) 式 ， 《证 毕 ) 
这 个 公式 的 意义 ， 在 于 它 说 明了 解 机 二 数 在 圆心 的 值 等 于 它 在 
圆周 上 值 的 算术 平均 值 .在 证 明 最 大 模 厌 理 时 , 将 用 到 它 〈( 见 8 .6)， 


习 题 (3*3) 
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Sin 
3) 人 ff 
ls+i[=1 
1 
有 | -ar 
| 一 


FE 


其 中 C 为 圆 环 域 : 所 || <2 的 边界 ， 
2， 说 
f (2) = | pd 


J51=2 


试 录 1) 和 (一 门 ， 又 当 | 对 之 2 时 ， 试 求 了 (z) 的 值 


$3.5 ”解析 油 数 的 无 穷 可 微 性 


在 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 在 一 个 区 间 内 训导 的 实 变 函 数 f(x)， 
在 此 区 间 内 不 一 定 具 有 二 阶 导数 ， 更 谈 不 上 具有 高 阶 导数 ， 可 是 在 
一 个 区 域内 的 解析 踢 数 ， 它 不 仪 在 这 个 区 域内 有 一 阶 了 导数， 而且 它 
有 任意 阶 导数 ， 这 个 事实 ， 充 分 地 说 明了 可 导 的 实 变 函 数 与 可 导 的 : 
蛇 迹 函数 之 间 的 次 齐 差 别 。 正 因 如 此 ， 疙 们 才 导 得 了 一 系列 的 重要 


1， 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 及 其 证 明 


定理 1 设 闭 路 5 所 转 成 的 区 域 为 C,， 设 函数 六 s) 在 CE 内 解析 ， 
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在 上 连续 ， 则 对 G 内 任意 一 点 %， 了 (%) 的 任意 阶 导 数 都 存在 ， 
并 且 有 


er de, #=0,1,2,.… (1) 


I (mh Cs) = 


pn 
[证 明 】 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 如 下 ， 
显然 ， 当 二 必 时 ,， 有 
FF -站 FE) 
fC) -ff (2%) = 7 Cs de (2) 
共 中 名 =1，(1) 式 成 立 . 
现 评 外 一 二 时 ， {1]1) 式 


也 成 立 。 为 星 ， 任 取 一 点 3 全 
Cr， 关 %EC, 故 恋 d= 4d(%, ) 


人 取 邱 ， 作 的 倒 域 B(z， 


4d19) CG， 并 取 +hkEB (= 


| . ， 、 
7 由 导数 定义 本 
了 = im -2 太一 人 (3) 


考虑 《2) 及 (3) ， 如 能 证 得 
ft/ 1 (ft) 
r= 并 二 | (4) 
可 以 性 意 小 ， 其 可 得 《1) 式 当 n=1 时 成 立 ， 
事实 上 ， 很 据 Cauchy 积 2 分 公式 而 有 


fi) 
f (2+ = 去 jz- CE 


fen 
(sx) | 人 


f(r+th) -fc 1 1 人 (0) 


下 ?ri he- (+ 
-多 ]: 
| a 
将 上 式 代 入 (4) 
-| | es | 
en 


因为 f(x) 在 GC 上 连续 ，LAG) | 在 C 上 也 连续 ， 记 以 必 在 C. 上 
有 界 ， 议 设 | 了 (5)| 志 村 ，& EEC， 并且 ， 当 &EC 时 ， 可 有 
2R -wld 2R> [~ {s+ 8)| 2 (5) 
其 中 6= d(C C0), 
现 设 工 为 C 的 长 度 ， 上 出 此 可 得 


| | 六 扩 M 
le 下 = 可 放 -5 而 1 < 3 5 
- LM | 
Dxdi8 
显然 ， 当 4&-*0 时 ， 就 有 工 =0。 这 就 证 得 了 当 #=1 时 ， 公 
式 (1) 成 立 . 


根据 数学 归纳 法 ， 设 《1) 式 对 于 任 一 正 整 数 x#(>2) 都 成 立 ， 
则 应 证 《1) 对 于 *+l 也 成 立 。 即 证 
Lim h 277 | Cw 
(6) 
当 zxEG 时 成 立即 可 (进一步 的 证 明 可 以 腹 去 ， 以 下 供 套 考 ) ， 
* 为 证 (6) 式 ， 类 似 寺 证 (3 〉 式 ， 但 方法 较 繁 ， 不 要 求 掌 


担 ， 号 在 这 里 供 秦 考 。 
应 用 (5) 式 ， 并 令 $+ 太 =z/， 轴 凡 一 <= 有 对 于 %'Eint 
(C0), [2'—%| pp， 于 是 


/ 部 一 子 {%) 二 pas {EE 宅 }i( 人 一 2 dt, 


及 命 一 名 = 走 ， 因 一 名 二 上 一 


从 而 有 
fst+ 上 了 四 Entt 《天 _ "t+! 
有 = 3 区 je Ei rh 
(Et A 
0- dt cry 


我 们 来 估计 (7) 与 《6) 之 差 ， 其 中 设 
D= -A+tkE A tt 1 


Et ~ hy™t! Fh 


AAC 十 十 中 一 《下 二 了 (下 一 下) 和 
RD 


(其 中 分 子 城 数 中 有 #+1 项 ， 分 写成 x*+1 项 与 被 减 数 合并 ) 


_ _ 天 刊 一 
D= rirE pyr {Ah CE- AIt CE A 


ke eh) 
-1 _ 
Et? 《 乓 hy™+t! 
te 
-_- 
一 te (Eo Ay" 
二 有 二) 
应 用 (5) 式 


Dl 


{hE 一 At EAI -ht+ 


{ERY DA 


#| 


origr C2R) 十 2RY™ 272 及 ) + :++ 


一 1#1 一 


st 1) (s+ 2) (2R)* 

z 2 

由 于 | As 迄 计 ，szsEC， 并 用 工 表 示人 艺 的 长 度 ， 
tO. pe 


+ 《w+ 《2 让 的 | 


< MLR)". 
= dn n.d? 
显然 ， 当 A->*0， 石 端 一 0 
其 中 FF 表示 《6) 式 的 右 喘 
mt FA -。 | 了 (pe 


上 A Dr [区 yt? 

cif 十) ft) je 

| 1 "(i | yr 人， 
已 证 “= 0, #=i 时 (1) 式 成 立 。 故 定理 对 半 任 意 的 # 都 成 立 ， 


(证 些 ) 
也 有 人 把 (1 ) 式 称 汶 高 阶 微分 公式 ， 因为 出 之 可 以 求 得 /(*) 
的 尾 滞 阶 学 数 ， 
从 定理 1 立刻 可 以 得 到 ， 区 域 恕 内 的 解析 函数 f(z) 的 任意 阶 
导 隔 数 ， 仍 然 是 间 区 域 G 内 的 解析 因数 ， 
应用 公式 (1) 可 以 计算 出 下 列 积分 ， 
[ 例 11] 试 计算 积分 


忆 癌 名 名 
名 ， 


(一 六 


其 中 CC 是 绕 点 i 的 任意 一 条 闭路 〈 闭 积分 路 ) 
[ 解 】 对 于 函数 /(%) =cosz 沫 说 ， 诬 用 公式 (1) 可 得 


二 
时 
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【I 例 2] 试 计 算 积 分 


| de 
(los) ” 
je|=3 


[ 解 】 被 积 消 数 在 闭路 ls =3 内 ， 有 两 个 非 解 析 点 ，% = 


分 别 以 <=0 及 =1 为 中 心 作 丙 个 如 膨 ; 13 = 志 及 |-1| = 友 


(这 两 个 圆周 只 要 都 在 | ss | =3 内 ， 又 不 开 相 和 包 售 ， 互 不 相交 印 
可 ) 。 别 


1 
ds% (1 — %)’ 
| z(t1l— ex)? ) 四 0 
lst=# | 二 一 本 
1 
十 一” 
一 = 和 一 攻 名 1 
， 1 _1 Li Fp 
一 2 -a | =D 2 二 | 
二 0, 


2 Cauchy 不 等 式 
由 解析 函数 的 # 阶 导数 公式 , 很 容易 导 得 重要 的 Cauchy 不 等 式 ， 
定理 2 设 点 EEG， 并 作 图 域 B={%: | 一 | 之 p} 入 G, 其 边 
界 C=98={%: 入 -2 = Pp) 并 让 函数 j(%) 在 G 内 解析 ， 有 IFC%)) 
的 最 大 值 为 Mo， 别 从 (x) 的 5 阶 导 数 在 点 的 模 ， 便 有 下 面 
的 不 等 式 ， ? 


fs < MP) 
BD” 


成 并。 
下 证 明 ]- 由 涯 理 1 中 的 “14:} 式 易 得 


mca < 如 re Fs 


Mu 


pe #1 M{Pp)2rp x! M (Cp) 
Pp” 


2np"+! 


(证 毕 ) 
这 个 不 等 式 称 为 Cauchy 不 等 式 ， 


当 #=1 时 ， 有 
fw < 一 全 


3s、Liouwvyille 定理 


利用 Cauchy 不 等 式 可 以 证 得 解析 函数 论 中 另 一 重要 定理 ， 称 
为 Liouville { 刘 维 汞 ) 定理 ， 

定理 3 设 冰 数 j(x) 在 3, 平面 上 解析 ， 生 有 界 ， 则 f(s) 必 
是 一 个 常数 。 

【证 明 ]】 由 于 f(z》 在 3, 平面 上 有 界 ， 可 知 ， 必 存在 一 个 常数 
诸 >> 小 使 得 对 于 小 平面 内 前 任意 一 所 x， 都 有 

|f (2)| AM, 

在 5, 平面 上 任 取 一 成 %， 作 图 域 B(xz,，R) 己 4,。 并 于 其 上 

应 用 Cauchy 不 等 式 ， 有 


[fC%) < 
这 个 不 等 式 的 右 庙 ， 当 只 -ce 时 为 零 。 故 
f '(%,) = 站。 
由 点 % 的 任意 性 ， 得 到 (zs)》 在 4 平面 上 处 处 为 零 。 因 而 
j(x》 必 为 常数 〈 见 第 二 章 办 -1 一 4 人 鲍 3) ， 
《证 毕 ) 
4， 代 数 基 本 定理 及 其 证 明 
这 个 定理 是 代数 学 中 前 善 各 定理 ， 用 弛 代数 的 方 污 证 明 它 是 很 
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繁 的 ， 这 里 我 们 给 出 一 个 应 用 Liouville 定理 的 复 肖 证 明 方法 ， 它 
比较 简章 ， 这 个 定理 及 其 证 明 如 下 ， 
定理 4 设 包 项 式 
Fr) = a as tt at tr tA", (Axl, ads), 

其 中 系数 as aaan 是 复 常数 ， 则 方程 f(z) = 0 在 $, 平 面 内 至 
少 有 一 个 根 ， 

【证 明 】 应 用 反 证 法 。 假 设 肖 数 fx) 对 于 5, 平面 内 的 任何 一 
所 都 不 为 零 . 


加 1 
全 
则 函数 F(s) 是 5, 平面 上 的 解析 酒 数 ， 又 当 | -*co 时 ,| F(z》 |->oo 
( 因 [1 2) = 对 [an 2 | 半 Ed "| ha ™ Weal 


-… 一 下 加 二 |)， 而 得 | 下 (x)| ->0， 因 此 F(x) 又 是 9。 平面 上 的 有 
界 函 数 ， 

二 是 溺 数 上 (x) 满足 Liouville 定理 的 条 件 ， F(x) 必 为 一 常 
数 ， 从 而 f(x) 必 为 一 常数 ， 这 与 定理 条 件 中 的 xz1，a 具 0 相 巴 
盾 。 故 定理 得 证 . (证 音 ) 


5。Miorera 〈《 黄 瑞 拉 ) 定理 


定理 5 议 范 数 j (x) 在 单 连 道 区 域内 连续 、 如 果 沿 内 任 
音 一 条 闭路 C 的 积分 都 为 零 ， 即 


| fsar=0, 
则 .六 xs》 必 为 避 内 的 解析 画 数 ， 
【证 明 】 由 定理 的 条 件 ， .85 沿 避 内 任意 一 条 闭路 上 的 积分 为 


零 ， 即 
| f= 0, 
c 
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可 知 f(x) 在 G 内 的 积分 与 路 无 关 ， 因 此 它 的 积分 上 限 函 数 ， 
F (2) -| fo de. 


其 中 是 右 内 一 辣 定 点 ， 2 为 上 内 任意 成 ， 

它 满足 了 33.3 中 定理 2 的 条 件 ， 因 此 F(x) 在 G6 内 解析 ， 且 
P's) 一 六) ESG. 

由 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ，Ftx) 的 导数 仍 解析 ， 即 得 证 (x) 
在 内 是 解析 图 数 。 

由 Cauchy 定理 和 Morera 定理 ， 实 际 上 给 出 了 定理 ， 逆 数 
了 (*) 在 区 域 G 内 解析 的 充分 必要 条 忻 是 1(%) 在 6 内 连续 并 且 对 全 
意 一 条 闭路 CCG， 就 有 积分 

| fd = 0 


它 的 糙 村 性 可 十 拉 由 Cauchy 定 理 导 得 ,而 充分 性 可 证 明 如 下 ; 
在 内 任 取 一 点 %， 必 存在 一 个 回 域 : B= 《ss | <p}CG 
(只 要 p 取 得 足够 小 ) ， 在 贺 域 8 内 应 用 Morecra 定理 ， 就 可 得 到 
1(z) 在 点 2 是 解析 的 。 由 点 8% 的 任意 性 ， 即 得 f(x》 在 G 内 是 
解析 的 . 
Morera 定理 ， 实 际 上 是 Cauchy 定理 的 适 定 理 ， 


6。 可 以 用 多 现 式 通 近 的 函数 的 解析 性 


定理 6 设 包 项 式 序 列 {Ps.(z)}，# =1,2,3;*… 在 某 一 个 区 域 
GG 内 一 臻 收 化 于 一 个 半数 /1(%)， 
Pp,(%) fC). 
则 jtx) 是 G 内 的 解析 酌 数 ， 
【证 明 】 设 取 任 意 一 条 闭 曲线 CG, 且 int tC}yCG， 则 多 项 式 
序列 《Ps 在 C 上 一 致 收 仑 于 连续 图 数 j(x) (因为 多 项 式 是 连 
续 函 数 ， 依 第 二 章 82.4, (sx) 连续 )、 这 有 时 {了 ,(%)} 与 /(%) 之 间 有 这 
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样 的 联系 ， 使 得 “>0 泥 论 怎样 小 ， 总 有 No 存在 ， 使 当 #> 
Na 时 ， 对 于 “EC， 都 有 
PC%) 一 (2)| <e, 
根据 积分 的 性 质 4) (以 L 不 等 式 ), 则 (M =:) 


| {ep _ f(s)Id% | <e-L (LL 是 C 的 长 度 ) 


外 于 多 项 式 是 解析 函数 ， 
| p(xyds =0 


©‘ 


,。 | Tw) ds | < 


己 


右 奖 可 以 任意 小 ， 即 
| (sd 


己 


因为 tC 是 6G 内 的 任意 闭 曲线 ， 依 Morera 定理 ，f{%) 是 6G 内 的 解 
村 疯 数 ， {证 上 毕 》 

这 个 定理 诈 明 了 ， 如 果 区 域 G 的 函数 jx》 可 这 用 加 区 域内 的 
多 项 式 来 逼近 ， 则 f(x) 是 8G 内 的 解析 前 数 . 

这 个 定理 证 明了 8$2 .4 的 定理 工 的 前 半 部 分 的 结论 ， 


$3.6 解析 图 数 的 最 大 模 上 原理 、 
Poisson 积 分 


1. 最 大 模 原 理 


下 面 要 讲 的 定理 1 ， 就 是 要 讨论 的 名 为 最 大 模 原 理 的 问题 ， 
解析 函数 的 景 大 模 原 理 ， 是 解析 函数 的 一 个 非常 重要 的 原理 ， 
它 说 明了 一 个 解析 函数 的 模 ， 在 区 域内 部 前 任 生 一 点 都 达 不 到 最 大 
什 ， 除 非 这 个 通 数 恒 等 于 常数 ， 
定理 1 (最 大 模 原 理 ) ” 设 函 数 f(x) 在 有 有 办 区 域 C 内 解析 ， 
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在 上 连续 ， 且 不 恒 为 一 个 常数 ， 则 它 的 模 |/(z) | 的 最 大 值 不 能 
在 6G 的 内 部 达到 ， 而 具 能 在 边界 上 述 到 ， 

证 明 这 个 原理 的 方法 很 多 ， 在 这 里 ， 我 们 应 用 积分 的 方法 给 出 
一 种 证 明 . 

[证 明 ]】 由 于 f(x) 在 G 上 连续 ， 根 据 连 续 国 数 的 性 质 可 知 
| (es 在 G 上 可 达 最 大 介 〈81.4 一 人 ,并 设 为 MY， 因此 如 果 能 够 证 
明 在 G 内 不 存在 一 点 %， 使 1/(%o)] = M， 那 么 定理 就 证 明了 ， 

我 们 应 用 反 证 法 。 假设 在 G 内 存在 一 点 和 ， 使 |j(so| = M， 
设 C 为 一 圆周 ，C = {%: Iz 一 %| = 六)}C 人 .网 由 算术 平均 值 公式 ， 我 
们 有 有 


2 


f(x) = 二 -| Fe + re)dg, (Or<R) 


因而 有 


z 十 
M<-o—| fw t+ re yl dB 
中 


但 是 1/(%,+re' | 是 8 的 连续 范 数 ， 并 且 [re 研 M, 央 此 
必须 有 等 式 [f(zo+ ra) =M。， 由 此 即 知 在 圆周 志 的 内 部 处 处 都 有 
[f(z)| = M. 

现在 考虑 C 内 任意 一 点 Z 专 %,、 在 6 内 作 一 折线 上 连接 % 及 z， 
设 4(IL，3G) 是 与 6 的 边界 的 距离 。 取 一 正 数 o<<4, 对 于 上 上 每 一 
点 %， 相 应 地 有 一 个 以 它 自己 为 中 心 ， 以 Pp 为 半径 的 圆 域 B(%, p)， 
这 些 圆 域 都 属于 G。 由 (第 一 章 时 .4 一 1) 下. 一 B、 符 理 在 上 上 能 
取 一 串 点 yl ey gl Yn 2， 使 每 相 邻 两 点 之 间 的 距离 
小 于 p， 则 与 它们 相对 应 的 #+1 个 兽 域 拒 工 芋 住 。 设 以 % 为 中 
心 、 以 p 为 半径 的 圆周 是 C,。 因 为 17 (x)| = M， 根 据 上 面 已 证 的 
结果 ， 在 x€ int(CW), 处 处 都 有 1/(z)| = M， 特 别 有 [f(x0| = MM， 
2Eint(Cy， 然 后 以 x 为 中 心 ， 以 p 为 半径 作 图 周 C,，。 同 理 可 
知 在 EinttC); 处 处 都 有 | (%)| = .特别 有 [so = MM， 2 人 int 
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(CoJ。， 继 续 下 去 ,最 后 月 | .2 |= 届 。 记 以 在 CG 内 处 处 有 | (az) | = 
M 
由 此 可 屁 fx) 基 一 常数 ， 这 与 定理 条 件 矛 技 ， 
(证 些 ) 


“2。Poisson 积分 公式 
定理 2 级 画 数 xf 力 在 图 域 B: lx 一 %! 过 是 内 萌 和 ， 在 B 上 
连续 则 对 于 任意 一 点 x= 吕 +fe* 蕊 B， 有 


ir 
R*— 2Rreos (dh — 9) tr ‘0 
(1) 


KF, tn) = 去 | iu{R, fH) eo 


其 中 人 pr yp) 一 Het re) gtR, 0 = #(z, + Re)., 

这 个 公式 称 为 Poisson 《〈 波 阿 松 ) 积分 公式 ， 它 类 似 于 解析 沙 
数 的 Cauchy 积 分 公式 ， 也 赴 表 表 调 和 函数 在 图 域内 部 的 值 可 用 它 
住 边 界 上 的 值 米 表 示 。 这 个 公式 的 导 得 也 正 是 应 用 了 人 解析 疼 数 的 
Cauchy 积分 公式 ， 

【证 明 ]】 内 定理 1， 在 8 内 可 构造 出 一 个 解析 通 数 
ff%) = Hw) 十 fv(%) 


恨 据 解析 冰 数 的 Cauchy 程 分 公式 ， 有 
f(x) = | 4 dé (2) 


in l= 


将 部 一生 +rey 二 和 十 及 ee 0p,627 人 代入 (2) 式 得 


FB 
f(s, 十 re'sy -去 je 十 有 恨 己 : 到 ne 40 (3) 


从 2&xy 为 点 # 无 寺 贺 同 ct s- 区 | = 只 的 对 称 后 ， 则 Xr 二 2 十 
-一 Ee? int(C)。 内 此 加 数 


fe) 


一 


在 B={%: | 一 %%| 委 民 内 解析 ， 故 积分 
a | {0 ye-o, 


oni 一 宏 下 
| 一 tj] 三 此 
处 即 
2m 
1 及 E 
用 = 一] 六 (十 及 人 一 一 一 一 40 
27T | 7 起 ) Re Ros 
r 
1 f 8 
18 re 
-一 | Am +Rem 一 本 全 -48， (4) 
由 《3 ) 式 减 去 (4 ) 式 ， 整 理 后 香 
fs trer) = 
R22 pi 


2 
了 iy -7 
27 jr +Re) R:— SRrcos{t0— wp) +r’ 0 (5) 


两 端 都 分 离 出 实 部 便 得 Poisson 积 分 公式 《1)， 邯 
# (E+ FET) = 


| # (Cw + Rey Rr 
hs 


， Ri— 2Rreostt— wg) +r 2 
3 ”= 曲 i 即 有 
# (0) = | x (s+ Re ydd, 
2 (证 毕 ) 
这 个 等 式 玫 上 明 ， %(x) 在 图 心 % 处 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 算 
术 平 均值 ”， 这 也 与 解析 函数 的 算术 平均 值 公 式 相 类 似 ， 
从 以 上 所 给 出 的 风 个 定理 来 看 ， 都 是 由 解析 函数 的 性 质 而 推 得 
调和 函 煞 相应 的 类 似 的 性 质 的 。 实 际 上 调和 高 数 有 许多 性 质 痢 是 这 
样 得 到 的 ， 


习 题 〈3?4) 
1， 试 计算 下 列 积分 ， 
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1) | Sins ds, 


Gy 
| ri 


2% 一 完 一 1 
2 | 


| 是 | 三 


2， 设 在 | *| 守 1 上 函数 (x》 为 解析 ， 且 
[A(%) [1, 
试 证 
[fF "00)| 所 1, 
3*。 设 fs》 为 非常 数 整 函数 ， 叉 设 及 ,好 为 任意 焉 数 ， 试 证 
满足 ] < 二 RE 1%)| 汪 的 x 存在 ， 
#4 设 图 数 (zz) 在 区 域内 和 解析， 那么 这 个 溺 数 沿 G 内 任意 内 
路 积分 是 否 都 为 零 ? 为 什么 ? 
5. 对 什么 样 的 简单 闵 曲 线 C， 有 


de 
[Rr 
8， 朗 图 数 jx)、&(%》 在 单 笑 通 区 域 G 办 艇 析 ，a,， 是 GG 
内 两 点 ， 试 证 ， 
J /es Ca)dz = | £0%) gC)| ER 


7, 度 
fl%) = | 3 — 20+1 ge 


I* 1=2 “ 
1) 试 证 (i) = 4xi， 
2) 当 | 半 寺 3 时 ， 试 求 jx%》 之 众 ， 
8 及 fa 在 j 二 1 内 和 解析， 在 出 赔 jz | 所 1 上 上 连续， 日 
1(0) = 1， 求 积分 ， 
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st (1Y 


7 | 24+ 二 


I |=} 


并 由 此 表达 式 证 明 ， 


2 ff， 8 
过 | fe) cos d0 =2+f "(0), 


-2 | f le)sin’ Sd0 = 2 -£1(0). 
9。 求 积分 
| ds 
} 名 十 人 
其 中 上 4 是 圆周 | 车 =1， 并 由 此 证 其， 


1 + 3cosd | - 
> {1Y 
| B+ deost d=0, 


10。 设 函数 A(x) 在 单 连 通 区 域 G@ 内 是 解析 的 ， 旦 在 上 内 的 国 
+ 和 |f(%) 一 二 < 


1 7 4 


11， 设 国 数 f(x) 在 [zl 之 1 内 解 术 上 
试 证 00)| 的 信 值 为 ; 
FO) r+ 1e. 
12, 设 函数 pC) 在 一 条 简单 曲线 C 上 连续 ， 那 么 在 不 含 t 上 的 
虑 的 任何 区 域 G 内 ， 峡 数 


解析 ， 并 且 有 任意 脐 导 数 
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PH} = Ea ker Pe dt CH# = 1 2 ) 


s)""! 
这 里 出 确定 网 呈 (z} 的 积分 ， 称 为 Cauchy 型 积分 ， 
13。 如 时 x) 在 恬 -z%| 记 r。 内 艇 析 ， 且 
dim zf (%}= .4 
铀 对 任何 正 数 +7， 
1 
B74. 


这 里 和, 是 图 周 | 一 xl = 了 
14， 如 果 畏 数 在 简单 闭 则 线 C 的 外部 区 城 6 内 及 CL 上 每 一 点 解 
析 ， Blim A(%) = 那么 


a | 人 -Cs) +a， 当 xEG 时 。 
当 xEC 的 内 部 区 域 时 ， 


15, 如 f/f(%) 存 曲 线 上 席 围 成 的 闭 区 域 G 上 解析 ， ly ap" 
#4 为 各 内 任意 不 邮 的 # 个 点 ， 令 Wn(%) 《总 一 区 (和 一 区 
xs 例证 积分 

1 GD) Wa) — Wal%) 
T (0 = Ye) 人 人 

Fw) 为 次 数 不 局 卫 # 一 1 次 多 项 起 ,是 F(x) = 站 站 = 二 

16，Liouville 十 理 的 几何 意 闵 是 ， 非 常数 整 器 数 的 值 不 能 全 
含 于 一 国之 内 。 试 证 非常 数 整 函 数 的 值 不 能 全 含 于 一 回 之 外 ， 

17. 设 f(x) 是 整 国 数 ， 且 Le)| 守 1， 证 明 f(x) 必 是 一 党 


数 ， 
18， 设 函数 /(s) 与 5( 妃 在 区 域 G 内 解析 ， 在 G 上 连续 ， 如 
果 在 6G 的 边界 上 恒 有 Fos) =5(2)， 则 在 G 上 恒 有 _Fz) =g(s)， 

19， 设 闻 数 f(x) 在 闭 区 域 G 上 解析 ， 目 恒 不 为 零 ， 如 果 在 边 
界 上 有 1.7(s)] = 训 ， 则 在 整个 6 内 有 f(x) = We， 其 中 MH，e 都 是 
实 党 数 ， 
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20， 试 用 调和 函数 的 算术 平 欧 伪 公 式 证 明 ， - 
| ln(1— srecosp + ri}d0=0. 


其 中 一 1 二 1 

?1， 证 明 ， 如果 两 个 函数 如 (x， 力 与 #s(x,Y) 在 闭 域 G6 内 为 连 
绿 ， 在 内 为 调和 ， 并 且 如 果 在 6 的 遍 有 边界 点 处 有 tx,) = 
#e(X 9 ， 则 在 和 内 恒 有 (CX) = (XY)，。 


一 、 内 容 与 要 求 


复 变 函数 的 积分 ， 对 解析 函数 性 质 的 次 入 研究 将 起 着 重要 的 作 
用 ， 例 如 解析 函数 的 任意 阶 导 数 仍然 是 解析 图 数 这 一 重要 性 质 ， 就 
是 借助 积分 工具 而 得 到 的 ， 其 中 万 重要 的 是 Cauchy 积分 定理 与 
Cauchy 积分 公式 ， 这 两 个 定理 可 以 称 为 复 变 胃 数 论 的 基础 ， 

这 一 章 的 主要 内 容 是 ; 复 变 函 数 积分 的 定义 、 尾 质 及 其 运算 : 
Cauchy 定理 及 其 推广 : Canchy 积分 公式 ; 解析 邑 数 的 无 穷 可 微 
性 质 ， 解析 函数 的 最 大 模 原 理 以 及 Cauchy 不 等 式 ， Liouville 
定理 ，Morera 定理 代数 基本 是 理 的 证 明 ， 其 中 最 重点 的 内 容 是 
Cauchy 定理 及 其 推广 与 Cauchy 积分 公式 及 其 证 明 方 法 ， 

对 于 这 一 章 的 基本 改 求 基 ， 言 先 确切 掌 气 好 (auchy 定 理 及 其 
推广 的 条 件 写 结论 。 书 中 $3.2 的 定理 3， 起 Cauchy 定理 在 复 连通 
区 域 上 的 推广 . 它 在 以 后 的 许多 证 明 问 题 与 积分 计算 中 经 常 被 应 
用 ，Morera 定理 是 Cauchy 定理 的 道 定理 ， 由 这 两 个 定理 ， 可 以 
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用 积分 观点 纵 出 解析 通 数 的 定义 ， 这 对 解析 函数 本 质 的 认识 也 是 一 - 
个 重要 方面 。 因 此 应 很 好 理解 它 ， 

其 次 是 确切 掌握 Cauchy 积分 公式 和 # 阶 微 分 公式 的 条 件 及 
结论 ， 以 及 它 的 证 明 思 想 和 方法 。 理解 定 理 的 重要 意义 ， 热 练 应 用 
公式 以 计算 有 关闭 路 积分 问题 ， 

对 于 解析 函数 的 最 大 模 原 理 ， 要 深刻 理解 它 的 意义 ， 并 能 应 用 
这 一 性 质 解 决 一 些 证 明 门 题 . 


一 、 例 题 
[ 例 1 了 试 证 ， 


| 1 
| ds 


其 中 为 图 周 jx- 1 =2. 
[证 明 】 用 程 分 估 模 性 质 有 
[人 交 十 卫 ' +1 | _i x1}+al 
sn <| 1 dl =| 2 8 


马 


< 87。 


| 站 dz <| -= [dz| = 中 下 
尼 心 本 


= 8x, 
I 例 2] 试 证 下 列 积 分 的 值 都 是 0， 
1) we - 2) 1 Fr 
i, | sr 
3) 1 4) 而 
| 鼠 十 二 4 | (wr 一 1): 4, 


tal|=3 lz=11=] 
[证 明 ]】 
1) 中 的 被 积 加 数 %e* 在 3x 平面 上 上 解析， 故 由 Cauchy 定理 和 
分 得 。 
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2) 中 前 被 积 困 邹 - 一 一 在 5% 平面 上 的 无 意义 后 为 十 


Te -9 


2z=+2:-=f0 的 根 ， 即 x= -+ 它们 孝 不 在 积分 路 上 及 其 内 部 ， 故 
由 Cauchy 证 理 其 积分 为 堆 ， 
3) 通过 王 面 的 计算 即 可 答 其 结论 。 


- 根据 $3'2 中 的 定 埋 3 
| -2 -人 人 
十 1 入 十 于 ， 各 十 1 
|r | 二 9 15~i| 二 二 | +il= 2p 


再 由 Cauchy 积 分 公式 : 


] 
| LE = | 各 一 dz = 9ni = 
| [=1 “+1 = 一 /二 二 -1 1 
里 2 
1 
| LE = | i d= 2ni = 一 x 
I :1 站 十 上 一 下 + i 
和 3 
故 得 
| -| Ant+ 7)=0 


4) 通过 下 面 计 算 ， 即 可 得 其 第 论 ， 
根据 # 阶 微 商 公式 而 有 


上 到 
| 8 dr 二 | Ce 1)”_ ds 
nt 入 了 | 到 一 上 | 一 ! 《区 一 1) 
. Bp f 
ai( si ) a 
一 i 1) 二 
~ - 人 十 1 | 0, 


[ 例 31 试 计 算 积分 ; 
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1 
| wy “x。 
其 中 5 为 环 域 了 < 由 <2 


的 边界 (图 3:1) 。 
[ 解 】 由 于 为 环 域 


六 所 | 2 的 边界 ，C = 
| =2U 他 | = 辫 . 故 得 
知 积分 ; 


| 此 多 

《和 一) 指导 网 3+1 

=- 上 | - dz {a 

wu: — 1) ZC: — 1) {1) 


Iz = Ia| 二 机 


依 复 连通 区 域 的 积分 ， 分 别 以 (- 1 0，(Ll，0) 为 中 心 ， 二 为 半径 
作 图 C;，Cw 并 作 | = 亏 . 则 《1》 中 第 一 个 积分 为 


1 
| dz -| x: (和 5 十 站。 
irl=2 % t% — 1) Cl 一 11 
1 
+| “ (%— 1) dx 在 
区 十 二 2 《2 ) 
Ly 1s|== 亏 
di 
王 ] 站 
2m7 + Br i 2 (eC 1) 
| ds 
， 多 《多 一 ]) 


代入 (1) 式 
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dx 
| a- 9). ' 


【 例 4]】 设 C 时 不 遂 过 名 的 薪 单 闭 曲 线 ， 试 求 ， 


的 值 。 

[ 解 】 当 zext(C) 有 时， 根据 Cauchy 定理 得 s(x%,) =0、 这 
起 因为 被 积分 器 数 在 inttC) 为 解析 ， 

当 的 根据 会 全 
= zi(12%, + 2) 


ke = { 守 ' 十 名 yr 


= 2(6% + 1)ni, 

[ 例 51 试 证 ， 如 果 (x) 在 |%| 之 co 内 解析 , 且 有 有 Reif(%)) 
< 刘 的 实数 型 存 在 ， 则 f(x》 为 第 数 ， 

{证明 】 令 了 人) =， 则 F(z) 在 35 平面 土 解 斩 ， 

了 (5 | = e390 图 数 为 有 界 ， 册 Liouville 尺 理 可 网 下 (2 人 
常数 。 因 此 fx) 也 是 常数 . 

[ 例 8]】 向 js | 在 们 -zl 之 1 的 好 姓 达 荫 晤 大 ?并 求 此 最 大 
值 ， 

【 解 】 因为 持 是 x 平面 土 的 解析 函数 ， 所 以 根据 最 大 模 澡 理 
可 知 le 症 jz- si 和 的 最 大 值 ， 只 能 在 其 边界 lx- =1 上 这 
到 。 设 和 = 2 二 人 8， 并 

| es| = 一 | 0 二 让 | — eesn! cus 
故 当 8= 时 ， 即 在 点 z=zo+] 二 困 数 取 最 大 值 汶 全 9” ， 

[ 例 7] 设 f(x) 在 简单 闭 上 曲线 上 下 其 内 部 解析 ， 在 “ 上 
2)| = M{ 半 0)， 于 为 常数 ， 试 证 只 旦 A(z) 不 是 常数 ， 则 f(%) 
在 int(C》 内 必 了 到 0 仿 ， 

[证明 】 庙 用友 证 法 。 假设 A(x) 在 CC 内 服 不 到 0 值 ， 令 gz) = 
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F025、 则 &(s) 在 C 上 及 C 内 部 亦 解 析 ， 再 由 最 大 横 原 理 得 | 4()| 


的 最 大 值 在 C 上 达到 。 即 在 G6 上 有 


从 而 得 
(| 字 许 . 
但 由 题 设 ， 在 GF 1 了 (x) | 入 页 。 故 得 f(%) = 吝 ( 常 数 ) 这 与 题 设 
fx) 不 是 常数 相 了 矛盾 ，。 由 此 得 到 结论 是 止 确 的， 
f 例 8] 设 f(x) 是 整 郑 数 ，* 为 正 整数 ， 试 证 当 


时 ， f(x) 至 多 是 #-1 次 多 项 式 ， 
【证明 】 只 有 虎 证 得 对 任何 的 zx， Jo =0 邯 可 。 
从 time = 作 


可 知 ， 对 于 任意 前 e 计 0， 在 在 8 法 0， 尖 | 对 有 时， 总 有 | Cs 
<e jz” 成 苹 ， 

在 9, 平面 上 任 取 一 点 sg。 再 取 以 % 为 中 心 ， 以 ”为 半径 的 加 
周 上 ， 储 《xs |%| = 及 } 忆 intCO), 这 时 对 于 SEC， [Ol <e tl "所 
el ls| ++)" 内 Cauchy 不 等 式 可 得 : 


| fm (x) < 


a el le! + rp)" 
r 


|z|\" 5 
一 他 到 1+—— nl oe, 


国 为 e 半 0 是 任意 的 ， 所 以 
fmtz) =0, 
故 f(x) 至 多 是 {x 一 1) 次 名 项 式 ， 
一 59 一 


习 题 (3.:1) 
i1. 工 解 】 
1) 如 指导 图 3.2, 上 为 直线 段 
QGP, 凑 方 程 为 
C, = (02+), 0 1, 
dz= (9+ dt, T= 
] 


。 | I zd 二 | f(D ry 


已 全 


2 lL + 
= 21+) | =14+ 
由 


2) 如 指导 图 3.3 指导 图 3*2 
C 为 六 圆周 | = 1，0<argx< 扫 思 
其 方程 为 
CC :多 = 的 =Cos 有 + ising, 
DECT 
dz = {sind +icost) ao, 


Lg = sing, 


,s 人 zzz = |singe 一 Sing + 
蕊 白 


FCDOSTI dd 


可 


二 | 一 a1n:8d6 二 i {singcos0db 


0 四 


1 "1,. 7 | Tt 
可 ] ] hy Csln28 | 十 ra COS2A] | ， 本 。 
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3 ) 设 C 为 图 局 C， ls- a| = 及 ， 
其 方程 为 
C, z=a+Res, 0paon, 
ds=iRe dd 
让 z=A+Bi 
了 二 了 + 只 Si 


台 了 7 
. | nxdg= |(B+ Rsing)iRed0 
和 


已 
2T 


之 了 
一 iRB | 8 站 十， 再 | 二 下 
让 


0 


j 


RB [Ce " 二 | 
ce +72R: [jereo- a 
0 


一 — nk’, 
2. 【 解 】 
1) 如 指导 图 3.4 < 为 线 
线 OP 其 方程 为 


C, w= (2-7t, Oftel, 
ds = (2 7} dt 
[|= Il2—71i# = 61+, 


指导 图 ”3*4 


, | lx | dx -| v5t(2— dt 
七 站 


12 | 1 


= 5 下 (2 一 访 全 | 
=vE(1- 了 了 
2 ) 《为 线段 -1，) 
le | ldx*j [x] dx 


一 16t 一 


-| (— x) dx+| 和 人 和 一 -和 | + | =1 
3) 如 指导 图 3.5 C 为 右 半 


| = 


i 


| ceese- St 站) d8 


的 


= cosg76- | singd0 = 21. 指导 图 3.5 
-5 > 


人 
2 


4) 5 为 阅 痢 ，C, |%| = 有， 其 方程 为 
C, %= Re?, 0Dn, 

dx =iRe dh 

|%| = 县 ， 


2 Pa 
. | | dx= | RiRedp = iR: | ae 
c 中 | 


- ie ‘(COSO + isIIOY Hd0 = 60. 


3. 【和 解 】 
谍 4 的 方程 为 
CG, %=e, Dr 
ds = edd, zl = 12 人。 
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ww 1=e -1= {co0— 1) tisinn 


| 二 一 1 =- reos8 一 12 十 Sinz8 =2 sin 和 , 
了 7 

~ | ea [a%| =| 2 si 可 | a0 
已 0 
27T 日 1 2 

= | 2sinsd0=4 (- cos 李 ) | 8, 

【 解 】 

(1 ) 如 指 呈 图 3.6 

C, = (lt dtl, 
d= (1 +idat. | 

i, 1) 

5s= (1— 7)t 


. [24s= | a- ntl 


ce 0 


| 
tdt = | 22d 


下 
(2) 如 指导 图 3.6 
C, OA+.AB 
DA, =t, 0i], 
ds=d! 
号 一 了， 
全 再 :和 二 1 二 下 01 
des = i 
名 =] 一 i 


a | Es -it + fa- i idt 


C 和 由 


一 163 一 - 


1 I 
= | aidr |idi=r | ri | 
9 9 | 站 必 


=1+2, 
5。 [和 解 J 
(1) 如 指导 图 3.56,，C 为 083 直 线段 
CG, = (1+Dt, OtAl. 
ds = (1 +adt. 


zz |! 


“ |zdt=| (lt +tidt= (+71)’ 可 
六 0 和 


= = 六 
(2) 如 指导 图 3.6， 5 为 04B 折 线段 
0 .4， 名 二 
AB, gs=1+i, Otel, 


1 
| xxz= 于 二 二 
a 


= | di 
8. 【证 明 】 
俊 C 的 方程 为 
GC, %—a= pe 0 2 
ds = ins df, 
当 zs1 的 整数 时 


dy _ fine 
| 【党 _ a) -| De do 
c 0 
四 2 
-Tr | gti) 


— XID tisintl 000 = 0, 


当 #=1 时 ， 即 为 $3， 1 中 例 3 。 


.可 是 {3:2) 
1. 【 答 】 
1》 0 ,满足 Cauchy 定理 的 条 件 。 
2) 0 满足 Cauchy 定理 的 条 件 。 
3) 0 ， 满足 Cauchby 定理 的 条 件 。 
4) 2 根据 83.2 例 ? 
5) 0 清 足 Cauckhy 定理 的 条 件 - 
686) 0 注 足 8 .2 定理 3 的 条 性 ， 


2. 【 解 】 了 
dx bE 
i) | 2 | {wz— 1) 
1 |= | |=? 
= | ( i _ 1 )dx=2ri- 2ni=0. 
Tn | 三季 当下 


号 世 一 于 加 1 2 | 
2) { sr | ( a 2 由 
| 号 1 一 2 于 [二 2 
= ri + dn? = Hn7, 


sx 二 3 1 
3) | nas -=| (~ 5 ta) 
和 点] 三 2 


一 了 
习 站 (3*3) 
1. 【和 解 】 
1) 


= Dris” = 7, 
1 于 1 三 1 


一 165C— 


2 ) 如 图 3:7 


| 
当 "” 十 必 


mr 一 
+ 人 
1 3 
=| 区 十 Tt dx 
S— Sr 
1 
+| Tv 2 dx 
”T+ ot 
-2 
入 
总 ， 
= 指导 图 3*7 
Si nz a 
3) jd = “1 d% 
ls+11=1 “~1 1Lz 二 [1=1 名 十 1 
i 名 
SiN—— 
DA 和 元 
4) 如 图 3.8 
1 1] 
-~ = i 
| ri 0 DG 
1 1 
-=| (%—1){%— 2) dw+| xf 各 一 2)》 dw 
区 名 一 
| C2 
1 
w(t%—1) a L 
+| 光一 和 “2 (GG 湖 
C4 
1 1 | 
区 出 wv(%— 1) | ) 


时 二 加 
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指导 图 3:8 


:1 1 ,1l1\- 
= 3zi( 于 + 一 十 林 ) U， 
5 ) 如 图 3.9 


la pe 
2 一 了 
在 


| GT 各 十 1 
尼 


i 
i 


名 和 主 1 


ca 
* | 

= 1 

“| 指导 图 39 
， 四 - -Il -- -1 

oni | = 二 人 

2 区 (证 


2. 【和 解 】 
根据 Cauchy 积 分 公式 可 得 


07) = 2nieT = 3+ 


村 过 一 上 
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f=2n Tn +， 
当 |z| 闭 2 时 ， f(z)=0 


习 是 (3*4) 
1、【 解 】 
应 用 * 阶 第 商 公 式 得 
1) | 51n% _ 0 (sinzy! | -0 
1x | 一 = Ca ,二 
2) 如 图 3:10 


pz 
| {s+1Y’ ds 


lx |=? 
5 
= | +) de 
区 


上 


Dw 一 包 一 二 站 gt | 

3) | 一 TD di% (2%°— %— 1)" | 
] 5 二 2 下 二 
= ni., 


2，【 证 明 】 
应 用 Cauchy 不 等 式 即 可 得 到 


LDO1< 工 =1， 


3。 【证 明 3 
我 们 应 用 反 证 法 .假设 满足 |%| 之 R, 且 | 7(%)| > MM 的 4 不 存在 ， 


一 168 一 


则 必 存 在 某 正 数 及 , ii, 对 于 任何 的 x, 当 :| oj 省 玉 时 ，| Js)| 多 间 。 
又 由 f(x) 的 连续 性 ， 当 ”|x| 帮 有 时 ，| f(x) | 必 有 最 大 值 ， 设 其 为 
齐全 于 ,=max{ 衣 ，AM))， 则 在 之 o0 肝 ， 1f(%)| 过 衣 ， 于 是 
得 到 f(x) 在 全 平面 上 是 有 界 的 。 故 由 Liouville 定 理 得 到 f(x) 为 
肖 数 。 这 与 条 件 不 盾 ， 


4， 【上 【 答 ]】 


不 一 定 。 例 如 ， 函 数 二 在 区 域内 0< [z| <2 内 解析 ， 而 积分 


lg = ris 0, 


当 G 是 单 连通 区 域 时 ， 根 据 哥 西 定 理 ， 解 析 函 数 洛 G 上 内 任意 闭 
路 积分 为 获 ， 
5，【 答 ] 


根据 Cauchy 定 理 ， 曲 线 C 内 部 不 包含 方程 2+ s+1=0 的 两 
个 根 -三 +*37 中 的 任 一 个 ， 或 者 方程 的 两 个 根 都 在 C 的 内 部 


时 ， 积 分 为 零 . 
6. 【证 明 ) 
由 于 
Cf OR) EE) = (2) (2) + fr) pg' (x) 
义 解 析 矣 数 的 导 函 数 仍 为 解析 阔 数 ， 然 后 应 用 积分 任 质 及 和 牛 瑟 一 一 
汪 布 尼 兹 公式 ， 即 得 


| Feogcovs=| f(x) gw | - I dy, 
7，【 解 ] 
1) 根据 Cauchy 积分 公式 
FL) = 2mi03e2 一 25 +1)| := = dt 
2) 洒 引 >>2 时 ， 根 据 Cauchy 定 理 f(x%) 二 人 
当 | | 之 2 时 ， 根 据 Cauchy 积分 公式 : 


Fwy = Dni {3% — 9%+ 1), 


8。 [和解] 
由 于 
1 | [2 (x+ -i 中 rz) dx 
Fn 名 
.1 2 (2%) , (2 +1) f (x) 
PP ji ws %’ | 2 


{=|=]} 
.1 | 2 | (TDF) 
er EE 
lx|=1 
= 3/{%) | ,0 + Lr 二 Dw) | 
=27(0) FA (0) -2 +f 0). 


今 % = ODS2mr。 
dx = 
代入 (1) 式 得 
i J + (s+ )] fs -入 
2 
= [2 + (ee 十 -3 Fe 一 -四 


-二 [2+2c0os0 fe ) 2dd 
2: 
cd + cosg)] Pet 


9 


一 -一 
-一 


1 
2 


Hp 
一 一 


区 


< jza tcosDf (edd = 2 tf (0) 
必 
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下 | 2 + cosp) f(te*) qd "| cos' fe dA 
| =32+f "(0) 
一 Cos 的 上 (ode=2| sinz j (es) dp 
| =2-/ "(0) 
9， 【证 明 ]】 
四 函数 一 “在 闭 圆 域 x| <<1 上 解析 ， 由 Cauchy 定 理 可 得 
| 二 = 
令 2%=e0 {nn), 
则 上 这 的 积分 可 变 为 
| 7 - | B+ | 


由 于 积分 值 为 90， 又 cosg 是 侦 函 烤 ， 因 此 (1) 式 成 立 。 
10， 下 延明 ]】 
由 于 Xx) 解析 ， 叉 由 Js -| < 可知 f(s) 站 + 上 及 r 内 


部 不 为 零 ， 因 此 -所 在" 上 及 "内 部 解析 ， 根 据 Cauchy 定理 


可 得 积分 为 0， 
1。【 证 明 ] 
了 到 贺 周 ，};%| = pc 
由 于 ss) 在 ]s| 过 1 内 解析 ， 政 知 f(s) 在 |%| 志 pp 上 解析 ， 且 
有 
| f(x)| 声 


1 1 
1— Is 1-p 


出 Cauchy 不 等 式 ， 州 
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， Mrin) 类 1 
， tn 及 | < #1] “Ps -= 本 


对 于 P， 在 (0， 且 的 区 问 上 ， 当 p= 王 二 于 时 ，P"(1 -Pp) 取 最 大 什 
1 办 nr 并 
(天 一 ) (1 放下 


和 下 | : 
了 年 仁和 人 二 万 的 双修 值 为 ， 


" 1 
3 人 -一 -) - -一 人 
一 了 |， | 


赦 得 jf (0)| 的 估 值 为 | 了 (0)| 过 +115 


12. 了 证 明了 
我 们 应 用 数学 归纳 法 证 其 ， 
C1》 当 z=1 时 有 
Pe) C 
D (%) = jr yr %): 
设 :是 G 内 任意 下定 的 一 点 (图 3-11) 
以 :为 中 心 ， 作 邻 域 B(zp)CG， 取 x+ 
hEB， 依 导数 定义 就 基肥 证 明 ， 指导 图 3:11 
. Drsth} -Dz) 1 pee) 
| 
即 证 差 的 绝对 值 z 
_| BC + Px) 1 fp) ge| 
| 2 (Eg) | 
可 以 任意 小 。 
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一 1 pe) Aas _ 1 PKe)》 7 
因而 。 := wr| (Ey— A) %) 5 《一生 ) :| 


tb 


_| 1 hot ) de 

| ) LD) 
由 于 wet) 在 C 上 的 连续 性 ， 必 存在 常数 计 0， 当 上 EC 时 ， 恒 有 
et)| 一 则 用 24(d > 的 表 示 旧 线 C 到 点 “的 距离 。 于 是 5EC， 只 
下 抽 < 有 就 有 攻 - 对 守 d |E-%x- 币 之 dd 
上 巾 贬 

1 hp 人 Ed -二 MI 
专 | CE | or (2) 


共 中 /为 曲线 C 的 长 度 ， 

从 而 (2 ) 式 的 右 端 随 #4 一 0 而 趋 于 零 ， 于 是 《1) 式 石 边 的 
积分 也 随 # 而 趋 于 零 ， 故 当 #=1 时 ， 结 论 成 立 ， 里 (%) 在 G 内 解 
李 ， . 

{2) 假设 #= 包 时 有 
1. 
人 [ee 


现在 证 明 *= 点 +1 上 有 时， 也 诬 有 
Drv) = + 1 人 Ppt) de | 


Dri J (FE — 
也 就 是 要 证 明 ， | : 
BstA) Bz) E+) 2 d 
lin a er 


Li 


因为 = 
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加 1 _ 1 
jc ptr (人 | 人 


= -| 1 
Drf pt) ire tt 名 
让 一 和 
让 | de | 


| 2 (Eo— wt 


ry 


让 


所 以 


= 1 加 
kee re At [人 一 区 


二 一) 


_ ll 广 加 二 1 
村 jc ”2 eo : hy %) 


十 《一 学 JE 人 福 一 放 一 天》 十 十 一 区 二 一 光一 站) 

一 【中 十 1 人 一 各 一 克 》E dt (3) 
估计 (3 〉 式 右 端 中 被 积 函 数 的 值 ， 首 先 和 和 #=1 时 一 样 ， 当 SEC 
时 有 i oC] 之 以 ， 赎 一 sg[ 半 信 一 % 一 各 守 d， 其 次， 以 原点 为 中 心 
作 一 个 包含 积分 路 CC 及 点 x、z + 万 的 图 域 %| 达 有 R， 则 六 有 车 一 4 二 
2R, -x- #2R, 

再 把 上 式 分 子 中 的 一 个 + 了 (一 一 科 避 ! 拆 三 让 + 个 一 (一 
一 卢 )**1, 合 到 前 面 的 点 +1 项 上 去 ， 从 而 信 计 分 子 的 值 ， 

[CE gttl (Fo + CE 《一 妆 一 下 》 一 《一 坚 一 
PM Fo tL CCE) Eg hE Ez | = | | Ca 一 
吕 十 (一 车 十 村 《 一 区 一 下) 十 《一 名 一 在 )》 Eee 一 
一 
DY CACRFD +E+ Rt ag). 


因此 ， 《3 ) 式 右 几 中 被 积 圈 数 的 绝对 值 不 超过 


一 1 一 


{+1)(k+2) CR 
他 虽 2 
从 而 (3 ) 式 右 端 不 超过 
ErD E+ 2R): 
了 


Do 


MI|Ih|: 


显然 它 随 >0 而 趋 于 零 ， 从 而 得 
i C+- PO) ge 
( 


中 可 + 
上 一 此 oi a 


这 就 是 所 要 证 明 的 。 因此 有 


1 P(e) 和 _. n ee 
而 (% ) = re i) + de (# 1， 9 ) 
成 立 。 
13. 【证 明 】 
jd 
利用 | 人 = ?人 
得 
1 1 4 | 
Br) 4 | lf 5 人 i 
1 | [A ju 
oni 多 一 党) 
由 limzf {x) = 4 得 limj(x) = 0， 
内 而 得 


lim [zs f(x) — A fw = 0, 


因此 ， 对 许 任 给 的 s>0， 存 在 中 之 f+ ll (指导 图 3:12)， 使 当 
中 六 时 有 

[sf (%) — A zf | < 
于 是 ， 当 六 > |% | + R， 即 当 r' 洁 +r,+2 | 时 有 
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二 | /dA 


= 1 | [A | 
Dr , 


各 一空 | 


1 总 
-一 一 2 三 上 € 
bs r 


< 
,1 
故 lim 7) /ds A. 


任意 取 定 r?， 便 7? 半 +,, 则 
按 上 所 连通 区 城 的 Cauchy 


积分 定理 应 有 
1 
Hr]f 
一 1 ff{%) ds 
D7 J 
令 rco， 两 边 取 极限 得 指导 图 3:12 
1 四 _ 
a) lin | f= 
14. 下 征明】 


对 于 任意 取 定 的 点 xE5 (图 3:13)， 取 充分 大 的 正 数 8,, 作 图 
周 Kg: | 对 = 及 包含 关 线 C 及 点 xz。 则 依 根 设 条 件 知 f(x) 在 忧 与 
Kc。 记功 芍 复 连 通 区 域 G6' 内 及 边界 上 解析 .根据 Cauchy 积分 公 
去 得 
人 1 了 
1 (%) -| Eta 全 


遇 7 ae: 1 人 7 
本 | 此 = 二 | de (1) 


or 


设 (6)= 攻 7-， 则 FC6) 在 加 之 R， 上 解析 ， 


一 1i0— 


lim fx) =& 


tim PC) = lim A) 

Fe sm 1 一 
故 根据 13 题 证 得 的 结果 ， 对 任 
何 - 只 六 只， 有 


] -| 1 (EIdE = 
D7. 
x | 


其 中 Ks: 加 =R, 
再 由 人 auchy 定理 有 
| FYydE 


| Fa, 
~ 
上 由 《1 或 
Fe) . 
5 二 上 d= -f(x) ta 


又 若 “Eint6C) 刚 在 上 和 解析， 从 而 根据 复 连 通 区 


起 的 Cauchy 定理 有 
1 (ff) gr, J 2) 
ri CE-% 一 人 Ca C2) 

由 (1) 及 (2) 即 得 所 求 结果 。 

15. 【 江 明 ] 

在 上 内 挡 江 以 点 Cy ly Rs "yg 为 中 心 的 图 周 C,, Cs CC 
…， Cn 所 围 成 的 区 域 ， 舍 下 的 构成 一 复 连 通 攻 域 。; rt (指导 图 
3:14d) ， 

由 (auchy 定 理 有 ; 
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1 
a — ~ 
(%) | 
六 和 


-© 一 Wa 


站 所 
! 
由 


CHE ge 


ws 
十 二 指导 图 3"14 


WA) 一 如) 
十 1 | (< 一 2) 《一 .hb 《一 2 de 


| | 上 一 客 m 


2 _ fr) Cn) ~ wnt) 
如 of 名 Ce wk) + (2 一 SS) 《多 一 Ha) Xe) 


fs) [ng sa》 — Wnt) 


Tt {za %») (%,— eh, 


— fw) 0 LIL (2) (7 %) (Yn) 


入 中) (%， 区) 【各 1 一 %,) i (名, 一 区 中 


ot SLO (2 2) (%— a) (和 一 区 
{一 部) {oe -A 一 1) 


显然 等 式 右 端 是 每 一 项 最 高 不 超过 # 一 1 次 的 和 多项式， 且 
Fes) =f(%) 人 二 二 2， 
16。 【证 明 ]】 
我 们 用 反 证 法 ， 假 设 函 数 (x) 的 值 全 会 主 某 一 较 周 | | = 六 
之 外 ， 即 对 任何 zz， 都 是 
IF) RR, (RD), 
本 面 考虑 通 数 
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二 《区 ek 


即 可 得 到 与 Liouyvilie 定理 厦 盾 . 
i177。 [证明] 


由 条 件 可 知 西数 ye 记 在 3% 平面 上 解析 且 有 界 , 即 | |<1. 


故 由 Liouville 定理 得 一 二 一 必 为 常数 ， 从 而 (x) 为 一 常数 ， 


/x) 
18。 【证明 3 
设 Fz) = .fx) 一 上 (%)， 对 于 F(x)， 在 G 上 利用 最 大 模 原 理 即 
可 得 所 求 ， 
19。. 【证 明 ] 


由 于 f(x》 在 G 上 满足 最 大 机 原理 的 条 件 ， 所 以 有 1 f(z)| 委员， 
六 册 于 函数 f(x) 在 C 上 也 满足 最 小 模 原 理 的 条 件 ， 所 以 有 
| 完 AM. 
从 而 得 到 在 和 上 恒 有 
[f(z)| = M, 
fz) = Me*，{a， 计 为 常数 ) ， 
?30。 【证 明 】 
当 0<r<tdl 时 ， 考 虑 西数 log(1~%) 在 yj < 过 1 内 的 一 个 解 
析 分 枝 ， 设 为 主 枝 log (1 一 %)， 显 然 #(x}) =RRe[logt1 一 %*)1 在 |%|i 
<1 内 调和 ， 且 有 #*{0) = 及 eflogl3 = 0. 
在 圆周 % =*<1 上 ， 有 
ntre) = Reclogtl~ 2)) = log |1— ra" | 
= 地 lo8 (i 一 2rcosd + +7), 
应 下调 和 胃 数 的 算术 平均 值 公式 ， 可 得 


Fk 
#0) -| 中 世人 全 站 
2 
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师 a 


= | log (1 —- Srecos0 + ret, 
4zx ” 
于 是 得 到 当 0<r<1L 时 
| logt1— 2rcos@ + 7*)d0 = 0., 


0 可 考虑 log (i+%) 在 |z| <-1 内 的 一 个 解析 分 
枝 。 ga 中 委 ”<1 上 和 作 类 似 于 上 上 述 揭 讨论 ， 即 本 证 得 


| log{1] + 2r.cosd + rr) = 0, (Er 1), 
于 是 得 到 当 -1<r<s0 时 

时 

| log (ti— recosd + r') dd 


i 
一 


logrl1+2f 一 yeGobsB+T 一 PP) 


logCl +2ricosd + rd0, (r= — +) 


帮 由 上 述 讨论 可 向 
jega - 2rcosb+y2d6=0，(-1<r<d) 


es TY 


21 ， 【证 明 ] 

AAC 多 得 知 剖 数 #(%, 让 在世 上 上 连 
续 ， 在 GG 内 调和 ， 在 边界 点 处 #(x,) = 0 根据 33:7 定理 1，#(x,》) 
在 G 上 的 最 大 值 与 最 小 信和 部 在 边界 上 取得 ， 故 对 于 GG 内 的 任 一 点 
《xy 莉 有 

sx TO, 

而 0 (x ND EG, z 
亦 即 HX ENAN 7 CEG. 
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第 四 章 ”解析 函数 的 级 数 展开 式 


84.1 复数 项 级 数 


1。 复数 项 级 数 
和 数学 分 析 一 样 ， 一 般 地 讲 ， 设 给 定 一 个 复数 列 ， 
{a} ~ Uy ay Hy a n° 
则 称 
2 Qs = To ot ta 《二 


为 复数 项 级 数 ， 它 的 前 * 项 之 和 为 
二 和》 ， 
若 序 列 3o(n 1,25…) 以 有 限 复数 5 为 设 限 ， 则 称 级 数 1) 
为 收敛 为 级 数 《1) 的 和 ， 写 成 “ 


A -7 全 
否则 称 级 数 《1》 为 发 散 . 
如 果 级 数 有 a。, 收敛 ， 称 级 数 〈1) ”为 绝对 收 你 如 时 级 数 


币 级 数 〈1) 收 伍 ， 列 称 级 数 〈T) 为 条 件 收 辫 . 


一 131 一 


2， 复数 项 级 数 的 性 质 
和 实数 项 级 数 一 样 ， 根 据 复数 项 级 数 的 收 伍 和 发 散 性 质 ， 我 们 


得 出 复数 项 级 数 的 儿 个 基本 性 质 如 下 ， 
(DD 设 和 有 了 两 个 收 伍 级 铬 


DD) = at 


贞 一 上 


2 BB 二 辣 十 序 十 启 十 下 十 民 十 


二] 


分 蜀 收 合 于 & 与 襄 则 级 数 


2 CantB) = Ca t+) + (amt Be) tt {ost Br) + 


rn 三 | 


收 侣 于 和 a 六 , 

所 ”在 级 数 (1) 的 前 面 去 掉 或 如 上 有 眼 个 项 ， 不 会 影响 组 数 
的 全 散人 性 ， 

由 级 数 的 收 敏 定义 ， 可 以 推出 级 数 收 化 的 一 个 必要 条 件 ， 


(3 当 级 数 sn 收 人 证 时 ， lima, = 0; 到 之 ， 如 果 lima, =0, 


而 级 数 全 2 未 必 收 化 ， 但 如 果 limasss 0 ， 则 级 数 委 x 发散 。 


| 再 王 | 


入 设 a= co+2。，3=4+ 动 由 级 数 收敛 的 定义 不 难得 出 ， 
级 数 》 co 收 化 于 了 的 完 分 必要 条 件 是 ， 级 数 》 a。 与 级 数 


和 二 | 


人 刀 分 别 收敛 于 “与 5.。 


依 此 ， 我 们 便 可 将 对 复数 项 级 数 》 a。 收 全 性 的 讨论 ， 转 化 为 


妈 三 | 


一 183 一 


对 实数 项 级 数 了 4 与 2 刀 收 伍 性 的 讨论 ， 


站 二 nn 二 上 | 


关于 实数 项 级 数 的 一 些 结 果 也 可 以 不 加 改变 地 推广 到 复数 测 级 
数 中 去 . 


图 (Cauchy 收敛 原理 ) 级 数 D %。 为 收敛 的 充分 必要 条 件 


是 ， 对 于 任意 给 定 的 上 >0， 总 可以 找到 一 个 正 整 数 NN， 使 得 当 
# >N, r 一 1, 2 全 | ， 有 ; 
Ctl nts + np | < 此 


成 允 。 


re 


@@ ”值得 注意 的 是 ， 六 


弄 三 | 


Es 收 熏 只 是 级 数 2 “, 收 敏 的 充分 


条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 因为 当 级 数 允 


址 一 人 


anl 收敛 时 ， 4 co 为 绝 


对 收 伍 ， 得 级 下 ee 不 一 定 收 敏 。 


但 是 对 于 复数 来 说 ， 出 


Fs. 2 5 < 。 Lm :3b 


要 二 上 三 | 和 二 | i 二 ] 


， 所 以 


级 数 , 为 绝对 收 全 的 充分 必 业 条 件 是 ， @ 数 2 与 Ds, 为 绝 


| | 二 | [上 


对 收 敏 。 
这 就 是 说 ， 要 判断 级 数 wx。 的 绝对 收 敏 性 ， 呈 须 判断 实 正 项 


恒定 


级 数 人 的 收 伍 性， 或 判断 级 数 Ywu 与 yb 的 绝对 收 化 性 即 名 ， 


[让 了 让 三 上 三 ] 


a 
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关于 实数 让 项 级 数 的 收 伍 判 草 法 ， 如 比较 判别 法 ， 比 值 关 别 法 ， 息 
值 淹 别 法 等 ， 都 可 以 用 来 判断 复数 项 级 数 的 绝对 收 合 性 ， 

. 加” 和 实数 项 级 数 一 一 样 ， 两 个 绝对 收 侣 的 复数 项 级 数 也 可 以 作 
飞 积 如 卡 ， 设 


Ya, = + 


时 二 | 


DBa=B tr. t,t 
分 别 绝对 收敛 于 ce 和 有 ， 可 搂 卡 述 对 角 线 法 


Hi Lop ca 有 cz 有 orf i ，，， 
a oie Za eel ca | * 


Bs | eps | esbs lasbs asps i «~ 
TT 


> 区 DB, 二 女 ,9 十 《Ce p., 十 &: 十 (a BB, fa + erd,) 十 as 


让 三 | 二 


并 且 收 做 于 z+ 


得 出 溢 积 级 数 ， 


4 2 画 儿 项 级 数 


a 函数 项 级 数 概念 
个 ”和 函数 
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设 给 定 - -个 复 变 函数 序列 ， 
《六 (= 方 (人 人) 六 (ge 部) 
具 中 各 函数 部 在 揽 平 面 3, 的 点 集 E. 上 有 定居 ， 则 


fl) = 六 (za + fe) + ee tf) + (1) 


称 为 在 点 集 五 上 的 复 变 函数 项 级 数 . 
作 级 数 (1》 的 前 # 项 之 和 ， 
Jafs) = fi.(8) 十 户 (5) + +f, (2). 
称 3,(x) 为 复 恋 消 数 项 级 数 (1) 的 部 分 和 。 
对 于 点 集 E 上 每 成 <s， 若 极限 
lim Sts) = f/f (%) 


总 存在 ， 则 称 级 数 《1)》 在 五 上 收 襄 ， 称 函数 f(x) 为 级 数 《1) 
鸣 和 函数 ， 称 点 集 巨 为 它 的 收 雍 域 ， 于 基 把 它 写 成 


Df) = (2) + 户 (z) + + fs) 十 … = (%), 


亩 则 ， 称 级 数 (1) 在 点 集 E 上 上 发散 ， 

我 们 可 用 “e 一 NN” 笑 述 如 下 ， 

如 拱 对 于 任 意 给 定 的 e 汪 0, 以 及 给 定 的 点 集 E 上 的 任意 一 点 %， 
总 证 以 找到 一 个 正 整 数 N = N (e, x)， 使 得 当 2 Ne x) 时， 有 不 
等 式 

(Sa(%) — J (2)| < 

成 立 ， 则 称 级 数 《1) 在 点 集 王 上 收效 于 函数 (xs)。 称 于 (z) 为 
级 数 (1) 的 和 函数 , 

值得 注意 的 是 ， 一 般 说 来 ， 数 六 二 仅 依 顿 于 s， 测 且 所 依赖 于 
马上 ， 我 们 为 了 强调 这 种 依 攻 关系， 特 将 NN 写成 N(z,，x)， 有 时 对 
于 点 集 三 上 的 所 有 点 x，N (Cs, x) 都 不 超过 某 一 个 正 整 数 ， 我 们 把 
只 依 更 十 e 的 这 个 正 连 数 ， 记 为 N (Ee)， 

一 致 收 襄 概念 
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所 请 一 致 收效 ， 意 即 对 于 级 数 〈1) ， 如 果 在 点 集 瑟 上 有 一 个 
汞 数 了 (zs)， 使 得 对 任意 给 定 的 se 二 0, 总 存在 一 个 正 整数 N = Ne)， 
当 #>N(e) 上 时， 对 一 切 xsCE， 术 等 式 

(2) ~ Sa(%)| :ie, EE 


生成 立 ， 其 由 5,(%) = f(x)， 我 们 称 级 数 (1) 在 点 集 百 上 一 


致 收效 于 (2)， 和 
由 收 和 伍 与 一 致 收敛 这 两 个 福 念 可 知 , 和 数字 分 析 一 样 ,在 点 集 瑟 
-至 收 伍 的 级 数 必 在 五 上 每 一 点 都 收 伍 ;但 在 互 上 每 一 点 郁 收 敏 
的 级 获 东 必 在 点 集 王 上 - 致 收 敏 。 
收 伊 是 个 局 部 概念 ， 市 一致 丈 雍 则 是 个 整体 概念 . 
【 例 ] 】 站 请 位 图 域 B: |%) -| 内 级 数 
名 二 人 一) 
收 注 于 图 数 j(x) 守 0， 但 它 不 基 一 致 收敛 的 ， 试 证 之 ， 
【证 明 】 首先 证 明 访 级 数 酝 B={z;| x| <<1} 内 收 化 于 j/(%) 三 
6， 即 证 明 对 任意 给 定 的 e 二 0， 如 能 找到 一 个 正 整 数 N (s,s)， 便 
得 当 ze) 时， 有 有 
| 1 
成 立即 可 。 关 键 是 找 N = N(e，%)， 为 此 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 
令 | Ja 一 0| 之 ze， 努 
[和 | = 
对 任意 给 定 的 e 汪 6， 当 名 =0 时 ， 我 们 可 以 出 (1) 寿 意 取 一 个 正 整 
数 吕 ， 当 ?2 有 上 时， 总 有 
| <e 
成 立 ， 即 这 个 上 可 以 任意 取 ， 只 要 合 于 条 件 ， 
当 # 天 0 时 ， 在 B: |z| <1 内 ， 轩 | 必 < 及 两 过 取 对 数 。， 有 ， 
tlog Iz| < lore, 
~ OBE 
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[%"| < 
成 证 、 
即 级 数 》 ("一") 在 了 3 Ix| < 内 每 一 点 前 收 伊 这 画 数 /2) 
可 一 
二 0 


其 次 ， 证 明 》 (x”" 一 x"') 在 B; is] 1 内 非 … 至 收敛 ， 


我 们 对 于 任意 给 定 的 e> 0 (例如 给 定 <。< 二 )， 水 远 也 找 不 到 
一 个 不 依赖 于 x 的 统一 的 R = N(s)， 使 得 np>>N(e) 时 ， 对 一 切 
和 js 三 1， 均 满足 
ce (e<—). 


这 是 因为 总 有 相当 大 的 # 及 圆 域 B: |z] < 内 的 点 和 = 一 一 ， 使 得 


x 二 1] 


(5) 接近 且 大 于 上 ， 这 就 是 说 ， 找 不 到 这 样 的 N, 使 得 当 *> 


?十 1 


时 ， 有 


[| ee 


成 立 。 改 》 Cx" 一 %"!) 在 B: |%| <i 内 非 一 致 收敛 ， 


2. 函数 项 级 数 的 性 奈 
前 面 我 们 已 经 给 出 了 函数 项 级 数 在 点 集 E 上 收 钱 与 一 致 收 化 的 
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报信 ， 地 同调 本 它们 的 重 监 性 ， 那 么 我 们 很 月 然 地 区 提 上 而 这 样 的 辐 
是， 

(23) 贡 何 判 斯 一 个 函数 项 级 数 存 某 个 点 集 E 上 一 至 收 钱 ? 

Cb 如 果 一 个 阔 数 项 级 数 在 某 个 点 集 E 上 一 至 收 合 ， 它 将 有 些 
什么 性 质 呢 ， 

下 面 我 们 就 来 讨论 这 两 个 问题 ， 

人 Cauchy 一 致 收 伍 准则 

相 数 学 分 析 一 样 ，Cauchy 一 致 收 伍 准则 ， 照 梓 可 以 用 来 判断 
复 蛮 图 数 项 级 数 隐 :至 软 徽 性， 我 们 布 

定理 1 《Cauchy 一 致 收效 准则 ) 级 数 (1) 在 集合 已 上 ~- 殖 
站 敏 于 某 个 函数 f(s) 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 给 定 的 0, 总 
有 一 个 正 整 数 N Ce 及 P -1,2,…， 佑 得 当 #2N (Ce) 时 ， 对 十 点 集 
玫 王 前 一 切 点 gs， 均 满足 

1 

册 这 个 准则 我 们 可 以 推出 "全 一 致 收 俩 的 充分 条 件 ， 称 其 汶 强 
级 数 准 则 ， 

定理 2 ( 强 级 数 准则 ) 设 级 数 (1) 的 每 一 项 /st%) 在 点 集 玉 
二 有 定 芝 ， 并 且说 


SMa = MI Mt + Ma te 


为 一 收 和 全 网 证 项 级 数 。 如 捍 有 
(fw) EM, (x=1,2,), EERE, 
唱 弘 数 《上 ) 在 点 集 E 上 一 臻 收敛， 且 为 纺 对 收 合 ， 


正 项 级 数 》M, 称 为 耳 数 项 级 数 》 玫 (x) 的 强 级 数 ， 


tt 二 | F 二 
放 例 工 中 我 们 已 经 证 明了 级 数 ， 
多 
让 B; Iz[ 1 内 上 收 化 于 函数 /A(x) 三 90， 但 非 一 致 收 敏 ， 现 在 我 们 可 


— 188— 


以 证 胃 该 级 数 在 团 疯 域 贡 :is| 0 -一 数 收 眶 。 


事实 上， 该 级 数 的 每 一 项 廊 (x) = 2 ”可 | <rtr ei) 
于 有 定义 ， 并 且 在 B: iz| 所 + (+r 之 1 上 有 
Jf Ce)! = Jz ml | 1) 


而 下 项 级 数 r"'(r +1) 收 敏 ， 出 定理 2 可 知 该 级 数 在 B: |%| sy 


过 1 上 一 致 收 伍 。 (证 毕 ) 
这 样 ， 定 埋 1 与 定理 2 就 回答 了 我 们 前 面 提 电 的 第 一 个 问题 ， 
印 判 断 级 数 在 点 集 三 上 一 致 收 伍 的 方法 问题 ， 
志和 函数 的 连续 性 
向 儿 个 定 肆 可 以 表明 在 上 一 致 收 襄 的 出 数 项 级 数 的 性 质 ， 


定理 3 没 级 数 加 f(z) 的 各 项 在 点 集 电 上 连续 ， 芽 且 一 到 的 


二 | 


收 化 十 A(%)， 则 和 函数 (x) = f(z) 在 点 集 E 上 连续 ， 


[证明 】 要 证 A(x) 在 点 集 E 上 连续 ， 即 须 证 f(z) 在 点 集 玉 上 
的 每 一 点 5 都 连续 ，。 今 设 xEE，% 亿 上， 丰 证 1 (zx) 在 点 % 处 连 
续 ， 即 证 对 于 任 音 给 定 的 汪 0, 存在 一 个 止 数 6>0， 洒 | 一 地 | < 
时 ， 有 

fs) 一 Fe 

成 立 ， 基 可 ， 

事实 上 ， 

[fs) — fe)! = |CF Cg) — S27T 4 CI) 一 了 (十 【人 CY,) 
—f (| S|) — $s) + 1) — So (zo) + 19, C0) —f (20)| 


由 于 级 数 fa(%) 在 瑟 上 上 一致 收敛 于 f(x)， 则 有 


Tr 
一 四 


| Cs) — $C%) | < 襄 


从 os) =f (m0) < 
而 35%) 二 (x 1 (8) + 广 (x) 为 有 限 个 连 钱 函数 之 和 ， 故 
5s(%》 为 点 集 FE 的 连续 庙 数 ， 尘 然 在 点 EE 连续 ， 出 连续 定义 
本 里 ， 当 攻 一 wl 8 上 时， 有 
| Sa(2) (xs) | < 
于 是 
(fem) — Fg) J Fs) (| + 982) 一 由 十) 


一 Co 委 本 + -|- ee 二 £. 


3 
故 和 函数 A(x) 在 %,E€B 连续， 又 因 z 为 王 上 任意 一 点 ， 所 以 /(%) 
在 点 集 忆 上 上 连续， 《证 毕 ) 
二 逐 项 积分 


定理 4 设 级 数 放 六 (zx) 的 各 项 都 在 曲线 C 上 连续 ， 并 且 在 C 


目 王 | 


下 一 臻 的 疲 合 于 f(z)， 则 沿 C 可 以 逐 项 积分 而 得 
|f(s)as = ACT 


有 有 =| 过 


[证明 】 在 题 设 条 停 下 ，| Fo dz 与 f(s) dx 是 看 在 的 ， 我 
们 只 要 证 明 
im3 | dz= | fd 
邯 可 ， 


事实 .相仿 (人 = 六 六 (人 。 由 下 记 扩 人 z) 在 C 上 一 致 收 伍 于 


让 二 1] 
2), 所 以 ,对 半 企 音 给 定 的 e 计 0， 宕 在 N = NN (e)， 当 #>NN (#8) 时 ， 
丰 
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Lo -$s)| < 说， (GEC), 
碟 立 ， 其 中 # 为 上 的 长 度 ， 所 已 
|f ds- 人 | Fe dx -| | 一 


匡 遇 二 1 六 了 


<| | fs) ~ Suz) | dz ls| dg] 一 


六 . 


即 得 所 雷 证 明 的 结果 ， 证明) 
3， WwWweletsttass 定理 


从 上 述 两 个 定理 不 难 发 现 ， 我 们 所 讲 的 级 数 剖 是 一 般 岗 数 项 级 
数 。 因 此 ， 我 们 会 所 出 这 样 的 问题 ， 如 果 级 数 是 解析 痕 数 项 级 数 ， 
又 会 有 什么 性 质 呢 ? Weierstrass “外 尔 斯 特 拉 斯 定理 给 出 这 样 
的 回答: “一 致 收 襄 的 解析 函数 项 级 数 的 和 函数 ， 仍 为 解析 函数 ， 
并 县 它 可 以 逐 项 微分 任意 次 。” 这 充分 显示 了 解析 函数 项 级 数 的 特 

为 了 更 好 地 讨论 解析 函数 项 级 数 的 性 质 ， 我 们 再 引进 一 个 新 的 
概念 ， 即 “内 财 一 致 收 合 ”的 概念 ， 

丰 ”内 闭 的 一 致 收 绽 

设 函 数 f(z) 在 区 域 G 内 定义 ，(x =1,2,…)， 如 果 级 数 


四 f(z) 在 G 内 的 任 一 个 有 办 团子 区 域 上 一 致 收 伍 于 函数 (x), 导 


和 =| 


么 我 们 称 级 数 f(z) 在 G 内 为 内 闭 的 一 致 收 全 于 了 (2)， 


出 此 我 们 不 难得 出 ， 人 解析 函数 项 级 数 久 /s(x) 在 区 域 G 内 为 内 


闭 的 一 臻 收 敏 的 -个 充分 条 件 ， 邯 ， 
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定 还 5 设 晃 数 f,(%) 在 区 域内 和 解析， (= 1 2,…) ， 如 毕 


级 数 六 (2z) 在 区 域 G 内 为 - : 致 收 伊 ， 风 加 f(x) 在 区 域 6 内 为 
“内 闭 的 一 致 收敛 ”， 

这 是 很 明显 的 。 因 为 级 数 久 六 (zx) 在 区 域 G 内 一 致 收 你， 必 在 
区 域 G 内 任 一 了 有 界 亲 区域 上 一 致 收 合 , 依 定 义 , 歼 级 数 访 f(x》 在 
区 域 G 内 为 内 闭 的 一 致 收 倒 。 和 

信 得 注意 的 是 ， 人 解析 函数 项 级 数 f(z) 在 区 域 G 内 的 一 致 收 


伐 ， 只 是 级 数 》 f(z》 在 G 内 为 内 团 的 - - 致 收 合 的 一 个 充分 条 件 ， 
而 不 是 必要 条 件 。 即 解析 函数 项 级 效 2 7。(s) 在 区 域 @G 内 为 内 闭 的 


一 致 收敛 ， 但 级 数 汪 六 (>)》 在 区 域 G 内 未 必 是 一 至 收敛 的 ， 


本 一 上 


这 是 因为 ， 级 数 》 f(x) 在 区 域 G 内 任何 一 个 有 界 闭 了 区 域 


Cx( 芭 = 2 …)》 二 一致 收 贷 ， 对 任意 给 定 的 e 一 0， 总 本 在 一 个 止 
间 煞 Nx(e)， Nt 时， 对 Gx 下 的 一 车 点 x， 有 ; 

| 站) 一 了 | se, 
但 上 式 未 必 对 内 的 一 切 点 x 都 一 敏 成立 ， 因 为 是，NeCey， 
Nxte),… 未 尾 有 一 个 公共 的 N (e)， 使 得 当 >NCe 时 ， 对 各 内 
一 切 点 x， 部 有 

| f(z) — SC2)| <e 
成 这 ， 
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事实 上 ， 级 数 ?(s"- 2*”! ) 在 单位 加 B: |x] <1 内 内 闭 一 数 的 


收 化 于 乒 z) = 6， 但 非 一 致 收 合 ， 
有 了 上 述 定 义 和 定 理 之 后 ， 我 们 问 头 来 讨论 ， 


记 ) Weierstrass 定理 


定理 6 设 级 数 》 广 (x) 的 每 一 项 六 (zx) 部 在 区 域 G 内 解析 ， 


目 王 | 


昌 级 数 光 f(x) 在 区 咸 G 内 为 内 闭 的 一 致 收敛 于 f(x)， 风 


年 一 上 


(1) f(z) = (x) 在 区 域 G 内 解析 ， 


(3) 在 如 内 可 以 遂 项 求 导 任 意 多 次 ， 即 
fCw) = Pf (%), 


二 | 


[证 明 ]】 首先 证 明 (x》 在 6 内 解析 。 

为 此 ， 任 取 一 点 色 EC， 作 细 的 邻 碟 xp) = {2: [zs 一 | 之 记 ) 
及 Bio P= 4%: | 一 所 PP} 王 6G， 并 作 任 意 一 条 简单 闭 姐 线 CC 
B(xo,P)， 于 是 


El 加 


(fewas (Tf) 一 中 | 六 (ds = 自 


依 Morera 定理 (33.5~5)， f(zx》 在 B(z,,P) 内 解析 。 
因为 为 6 内 任意 一 点 ， 故 1 (zx) 在 6 内 解析 ， 


其 次 ， 去 证 在 G 内 有 f(s) = ft(s)，(=1,2,…) 


仍 取 任意 一 点 ,EG， 作 和 阅 千 1 【so 站) = 和 必 一 so = pp}, 
p>0， 使 (f Uint(tf )Ce。 由 解析 晒 数 的 无 穷 可 微 性 ($3 57 可 知 ， 
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人 《2 = A! | de 


Dai (一 和 
站 一， Ce) 一 加 
(2 | {EC 2 ed 人 
ED, ft)= > (6 以 有 /8) = 
-= | 5 = fs ) 。 所 (EF - wy 和 (Fo 


久 方 (2)。 又 因为 级 数 f(x) 在 夏 上 一 至 收 敏 于 /<)， 而 


El 
Otis 


ma 
i 


| Cr jt 因为 一 个 模 为 有 界 的 网 数 与 一 个 一 至 收 全 


的 级 数 之 各 Tarr "fC 在 六 上 也 一 致 收 得， 于 是 由 定 丕 4 


可 允 ， 沿 :本 坡 逐 项 积分 ， 面 担 
| /GO) | fa ge 


(EF wo) Ey 
二 I 于 


两 端 同 乘 以 - 苹 -， 便 有 


A) _ 东 | JE) dr 
Dn 


Ea Et irr (Ts) 


fs) = Df , 
因为 为 内 任意 一 点 ， 所 以 有 
f(z) = Dfot x), EG, (证 毕 ) 


从 这 个 定理 我 们 还 可 以 得 出 如 下 的 推论 ， 
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推论 ” 设 级 数 》 六 (>) 的 各 项 六 (5 在 区 域 G 内 解析 ， 并 且 


在 区 域 C 内 一 致 收 敏 于 函数 (%)， 


则 


(1) Fa = f(x) 在 区 域 G 内 解析 ， 


重 宇 是 


2) 在 区 域 C 内 可 以 逐 项 租 分 任意 多 次 


《= 和 (0 k=l,2,") 


二 一 


由 定理 5 订 知 级 数 记 六 (>) 在 G 内 一 致 收 敏 必 内 也 前 一致 收 俩 ， 故 


单一 


该 推论 完全 符合 定理 担 的 妈 件 . 


[pe | 


村 j 题 【4"1) 


. 证 明 于 列 各 级 数 x。 收 伍 


1) ww = -二 


下 | 
办 四 生 
| 人 大 章 


， 证 明 级 数 少 ce"” 发 散 。 


=} 


. 证明 级 数 有 -所 - 绝 对 收 全 


， 设 级 数 六 /Kx》 在 点 集 互 上 一 致 收效 ， 页 | 9(%) | 到 对 | 


看 二 二 
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(HH< ce), 在 瑟 上 恒 成 立 ， 则 级 数 站 户 (2) 9(x)》 在 三 二 为 一 致 收 


时 二 自 


谎 ， 斌 证 之 ， 
5， 试 证 级 数 
， Ei 人 
2 ， a ~” 十 
“7 1 + " {1 +) PT 《二 十 区 


沿 实 轴 为 绝对 收敛 ， 但 不 一 致 收 伍 . 
6， 试 证 级 数 《了 了 -在 == 0 的 邻 域内 一 致 收 敏 ， 但 不 绝 


对 收 伍 ， 
7 设 级 数 少 | f(x) | 在 区 域 G 内 一 致 收 伊 ， 又 fn(%) 在 6 


下 呈 ] 


内 为 解析 函数 ， 试 证 放 


jw (2) | 在 6 内 为 内 闭 的 一 致 收 敏 ， 


8. 证 明 /x) = x 在 区 域 4 : x 之 1 内 解析 ， 


二 一 上 


9 证明》 ”在 |s| >1 内 解 桥 。 


10， 证 明 F(z) = 》 太一 在 4: lxi <1 内 解析 ， 


申 一 | 


11 证 明 》》 6 Ainzs 在 区 域 4:-1<Tz< 1 内 解析 ， 


二 忆 


12， 求 |( zj， 其 中 C 为 半径 ”= 部 的 国 周 ， 


五 下 三 一 】 
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34.3 帮 级 数 


我 们 已 知 揽 宗 函 数论 研究 的 主要 对 象 是 解析 孙 数 ， 我 们 即将 看 
到 ， 党 级 数 与 解析 郊 数 有 善 省 切 的 联系 ，-- 方 面 曙 纵 数 在 一 年 有 的 区 
域内 收 谎 于 一 个 解析 函数 ， 另 一 方面 一 个 解析 函数 在 其 解析 点 的 邻 
域内 ， 能 展开 成 突 级 数 。 抽 以 凑 级 数 是 我 们 研究 解析 孙 数 在 解析 后 
邻 域 的 性 质 ， 所 必 不 可 少 的 有 力 工 上 只 ， 击 有 和 且 在 实际 计算 中 ， 把 喝 数 
展开 蕊 医 级 数 ， 应 用 起 来 也 比较 方便 。 所 以 笑 级 数 在 复 变 因数 论 中 
有 有 着 特殊 重要 的 意义 。 那么 什么 样 的 级 数 是 手 级 数 呢 ? 


1 “考级 数 概 念 
我 们 把 形 如 
PCs ~ pn)" - CC i 人 一 世上 十 “十 (区 一 0) ”十 (A) 


的 级 数 称 为 寡 级 数 ， 上 居中 下 Cy Cl Cy, Cy “时 上 太 % 都 为 反常 
数 ， 
在 特殊 情况 下 ， 当 z=0 时 ， 级 数 《d1) 变 为 


Cos = (B) 
拒 们 不 难 发 现 ， 级 数 (4) 的 每 一 项 者 是 关 村 {5% 一 2) 的 短 郴 数 ， 
因此 大 级 数 是 一 种 特殊 而 且 最 简单 的 解析 孙 数 项 级 数 类 

对 于 稀 级 煞 ， 首 先 昌 讨论 的 问题 ， 是 它 的 收 仇 范围 ”为 此 ， 我 
们 先 研 完 它 的 收 租 性 问题 ， 


2 震级 数 的 收敛 性 


首先 ， 我 们 引进 震级 数 的 收 敏 定理 一 Abel 《〈 阿 中 尔 ) 定理 ， 
定理 1 (Abel 定理 ) 设 因 级 数 (4)，{8) 当 s% =8( 闫 zo) 时 为 


一 划一 


收 敏 ， 则 它 在 = {zx: |z 一 加 | 之 15- 有 | 】 内 收 人 第 上 且 绝 对 政 合 ， 在 
B= {x: | 一 PT- sl } 上 一致 收 侣 , (b) 当 & = 了 时; 级 数 (4) 
发 散 ， 则 它 在 日 = {%: |g 一 | 守 蕊 一 zl 时 发 散 ， 

[证 明 】 (a》 级 数 (4) 在 B={x: |z 一 | 之 全-%l 》 内 绝对 
收 敏 委 ? 

令 xsEB 为 任意 一 点 ， 依 所 设 条 件 ， 级 数 《A) 当 “=8 时 收 


化， 即 常数 项 级 数 》 Ca - zo)" 收 八 。 册 级 数 收 钱 必要 条 性 可 


知 imC。(b -x0"= 0， 故 此 存在 一 个 正 数 对 ， 使 对 于 每 一 个 四 者 


有 
IC 2， …) ‘1) 
一 一 囊 Ee 机 各 一 名 二 
又 因 | ss 世人- 二， 故 闻 - 到 ;<1 现 令 | 和 | = 


于 是 对 二 每 -~ 个 z 部 有 


[Cnt%™ | = \ CO, Che)” (3 ) | 


jp— 。 
_ ” - 代 | 务 一 芝 蜡 
三 Ct{h wa px, My 呈 
Ze 
| 1 | 
为 收 全 的 等 比 级 数 ,因而 ;Cs(z 一 20" 收敛 , 故 级 数 总 Cut 一) 
为 绝对 收 车 。 


共 次 ， 我 们 要 证 级 数 依 C，。 (0 


8 一 上 上 一 笋 履 雍 ， 


令 6 为 回 周 C = 48: 忆 -%| =p} 上 的 点 ， 由 上 面 的 证 明 ， 可知 
级 数 六 Ca(x 一 %)" 在 B={x: ls 一 和 之 皮 - x 》 内 的 所 有 点 处 部 绝 


对 收 你 ， 当 然 在 我 们 所 选取 的 半径 为 p 的 回 周 C 上 所 有 点 处 , 也 都 绝 
对 收敛 ， 即 级 数 


2 EC 一 |=| ta + | (一 多 | 十 + Ca — we)" |+ "+ 
二 下 


收 合 ， 因 不 等 式 |x 一 zol 筷 全 一 成立， 所 以 对 于 任意 的 #， 不 等 式 
(Cnt 0)" | Cots ~— eo) "| 


都 成 立 。 由 强 级 数 辩 别 法 可 知 ,级 数 》C( -x0" 在 B= {2; |% 一 x | 


Pp 二 -| } 上 一 孝 收 襄 ， 
(DD) 级 数 在 五 = 人 z: |% 一 %| | 上 -zo 上 时 发 散 省 ? 
由 题 设 , 已 知 级 数 在 “= 时 发 散 。 要 证 级 教 在 extt( [一 % |= 


5 -| ) 的 任意 一 点 必 发 散 。 现 用 反 证 法 。 设 级 数 Caz 一 x0)* 


一 
一 


在 点 4 收 俩 ， 则 由 (2) 可 知 级 数 Cr(z -0 当代 -2 万 ia-%l 时 


时 一直 


为 钨 对 收 和 总 ， 于 是 级 数 必 在 * = 2 处 疏 黎 ， 但 这 与 题 设 和 矛盾 ， 芍 证 理 
成 立 ， 《证 毕 ) 

根据 Abei 定 理 ， 我 们 可 知 莫 级 数 (4) 的 收 伍 域 必 是 一 个 阁 域 
B={%; lz 一 zol 之 R}， 并 使 加 级 数 (4) 在 int( jx 一 zl = 请} 内 绝对 收 
化 ， 县 当 |% 一 Xl 汪 太 时 发 散 。 宇 于 图 疝 一 如 | = 及 上 的 上 操 ， 级 数 可 
能 站 化 ， 也 可 能 发 散 ， 这 要 依 其 体 的 级 教 硬 定 ， 我 们 称 攻 为 此 带 级 
数 的 收效 半径 ， 称 图 域 B={z: 1% ~ sd 扫 民 } 为 它 的 收敛 图。 
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5， 震级 数 的 收 数 半径 
和 数学 分 析 类 似 ， 级 数 4) 的 收敛 半 徕 为 R = 了 ， 其 中 


/= im 关上 或 了 = -lim ， 2 ,极限 存在 。 当 了 = 0 时 ,5 


! = co 上 时， 及 = 由 

可 见 ， 苦 绥 数 (4) 的 收 合 圆 具 有 三 种 可 能 ， 或 者 是 一 个 “ 凡 
网”; 或 者 以 和 六 心 ， 以 及 从 之 及 之 oo) 为 半径 的 圆 域 ， 或 者 为 整 
个 平面 了 .， 


【 例 1】 级 数 和 nz” 弟 收 敏 半径 民 = 0。 这 是 因为 


1 并 ] 1 
:= lim a ~ lim Bis 了 DD . 一 
| mu 站 es ' 下 ! 
所 以 
1 
R= =0. 


【 例 2 1 级 数 》 -~- 的 收 化 半径 R=1， 这 是 因为 


-- 一 -- _ ， 用 Lr ， 1 
f= lim lr 一 | i lim -- —= 1, 
2 A 1 I A 


hn i Re 将 


4. 和 函数 的 解析 性 

定理 2 任 一 答 级 数 (4) 的 各 函数 六 as)， 在 其 收 敏 加 | “一 和 
< 有 内 ， 部 是 解析 咬 数 ， 并 且 可 以 逐 项 求 导 任 意 多 次 ， 

这 个 定理 可 以 出 4.2 定理 4 来 证 明 ， 

事实 上 上 ， 容 于 Crk% 一 %D” 在 收敛 图 1% 一 x <R 肉 解析， 
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》 Ce(z - so)* 在 收 倒 加 内 内 闭 的 一 致 收 化 ， 故 级 数 (.4) 在 其 收 人 

曙 内 其 和 函数 解析 ， 且 可 以 逐 项 求 必 任意 多 次 。 《证 毕 ) 
我 们 还 可 书证 且 . 
定理 5 ”如 果 级 数 (.4) 的 收敛 半径 为 及 , 则 级 数 广 (*>) = DJsC， 


可 一 上 


(zy)”! 的 收敛 半径 也 是 有 ， 
事实 上 :Rn im Val ) (ln Yr ye) 


= (lim 人 =， (证 毕 ) 
34.4 解析 函 匆 的 蜗 级 数 屡 开 式 


1.。 Taylor ( 秦 劳 ) 定理 


定理 1 Taylor 定理 ) 设 (x) 为 区 域内 的 解析 函数 ， 则 
在 避 内 任意 -一 挟 % 的 邻 域 B= (x: |z -x| 导 RR} 二 如 站 J sy 可 以 
展开 成 得 级 数 


Heo = $C, (% — 20)” (1) 
并 且 展 开 式 是 唯 -的 ， 其 中 C，- 0)-， 
【证 明 工 证明 的 关键 是 利用 Cauchy 积分 公式 。 忆 及 我 们 所 熟 
知 的 公 
-yo 《| 8 1), 
对 于 任意 < 和 所 3， 总 存在 一 个 国 周 CD (0 p<R). 


— 201 一 


使 |x 一 | <p， US G {如 图 24-1, 出 Cauchy 公 成 , 可 有 


, £0 
f{%) = pd (2) 


如 杂 能 将 (2 )》 式 的 右 端 化 成 关于 < 一 %, 的 震级 数 的 形式 
设法 把 - 疡 < 化 成 关于 x - x 的 短 级 数 形式 ， 热 后 再 逐 项 积分 ， 则 


， 也 就 是 


A 
为 此 ， 把 分 式 一 一。 化 成 如 下 形式 ， 
]  _- 1 1 
必 一 名 Ci 十 (5 — %0) — C2 — %) 
1 i =-—— .1 
{一 LC 到 SS 
(3 2 5 一 1 
1 — go 
-oe 9 


由 于 jz 一 | 近 攻 ~， 于 是 看 :二 各, <1， 可 以 把 〈3) 的 有 
一 


而 级 数 有 -站 二 中 的 一 般 项 


的 模 ， 
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| {2 一 


一 
| (ES ~ 


ES 站 


Eo zl . 


， i 《多 一 基站 
由 强 级 数 判别 法 ， 可 知 级 数 忆 一 a YT 在 C 上 一 致 政 


<1, 


-Fe 


部 。 把 上 式 两 端 同 乘 以 工 人 ， 级 数 


f (6) (% ~ Ye)" 
i 2 Dr 


仍 在 C 上 一 政 收敛， 县 各 项 在 C 上 连续 ， 根 据 乏 项 积分 定理 ， 即 得 
一 一 | Be" : 1 上 


2 人 一 "rl 


iti 


由 高 阶 微 商 公式 ， 得 
于 | Fe) dE = 人 


oni 《一 交 #1 


令 Cx = 三 (到 最 后 得 出 f(x》 的 展开 式 为 


as) = BCs x)", xEB={r: ls— vl <P) 


现在 再 来 证 骨 ， 这 种 展开 式 是 唯一 的 ， 
事实 上 ， 旭 闪 以 点 为 为 中 心 作 圆周 Ct(%,, PP)， P' 气 pj(z%) 还 可 
昼 在 intte7 内 于 为 虑 展 升 成 另 一 种 村 级 数 。 设 为 ; 


Ge) = bss 一 2 
则 当 时 工艺 9 时 ， 得 


1 oz 
bf, b=, hd be 


_ fr) 
而 Cr = 此 | 昌 


一 人 3 一 


所 以 Br= Cry (k=0,1,2,..) 
即 展开 式 是 叭 一 的 ， ( 福 比 ) 
我 们 把 展开 式 (TI) 称 为 六 xs) 在 点 x 的 工 aylof 级 数 或 称 


Taylor 展开 式 ， 其 中 C。 = 二 (%9 为 级 数 的 系数 


综合 84.3 中 定理 2 和 $4:4 中 定理 1 便 可 得 下 而 定理， 

定理 2 了 尚 数 /(x) 在 区 域内 解析 的 充分 必要 条 件 是 ， 加 数 
jx》 在 区 域内 的 任意 一 点 % 的 僻 域 内 可 以 展开 成 关于 一 z 的 村 
级 数 ，. 

定理 3 设 x,EG， 了 (x) 在 的 外 解析， 则 jz) 在 % 处 可 以 用 
允 项 式 来 明 近 . 

事实 上 ， 设 /xz) 在 如 处 解 术 ， 册 六 > 可 以 展开 成 医 级 数 


， 1 和 1 上 】 
F(x) _ > f Ee (& 2 )" Se f pe (= - 一 多 中 十 


占 三 必 


ia] 
2 co Ce 一 zy 


点 二 本 十】 


取 包 项 式 序 列 
(paz) 上 2 三 人 【和 一 六 | Se fw), 


2. 解析 函数 的 震级 数 展开 方法 

Taylor 定理 不 仅 给 出 了 函数 能 能 展 尘 成 大 级 数 的 条 件 ， 而 且 
还 给 出 了 展 成 蜂 级 数 的 方法 ， 如 何 将 函数 腾 丰 成 敌 级 数 呢 ? 这 是 我 
们 要 讨论 的 主要 问题 ， 对 此 ， 

首先 ， 必 须 考查 所 给 函数 六 xy》 在 所 给 点 后 处 是 罕 可 以 展开 ， 
然后 再 寻找 恰当 的 方法 ， 将 记 给 函数 在 z, 点 展开 成 震级 数 ， 

其 次 ， 展 升 式 是 关于 % -5 的 办 级 数 ， 

展开 的 方法 基本 上 是 直接 展开 法 和 辣 接 展开 法 。 究 竞 用 什么 方 
法 ， 要 具体 问题 具体 分 析 ， 


一 到 4 一 


我 们 将 遂 过 例题 ， 具 体 说 明 把 阔 数 展开 成 震级 数 的 方法 和 步 颈 
如 下 : 
作用 直接 展开 法 的 例 季 
记 谓 直接 展开 法 ， 即 已 知 允 数 A(x) 后 ， 直 接 求 出 f"(%,) ， 
然后 根据 公式 
员 = 0. 《并 二 站， 1, 2, 


确定 出 C。 和 鲁 可 求 出 f(x) 在 % 点 的 豁 级 数 展开 式 ， 

[ 例 13 将 指数 是 数 fz) = 天 症 w= 了 处 展 成 大 级 数 ， 

【 解 】 因 削 数 e: 在 整个 复 平 雇 5, 上 解析 ， 故 在 x = 邻 域内 可 以 
泪 开 成 乓 级 数 。 由 于 "的 种 阶 导数 仍 为 r， 好 


| 
站 


《6) 7 一 【1 = 8 《5 = £3, et {e232) m= 6*, 
故 

ft0) =1'(0) = 了 "(0) = = D0} = =1 
因此 

C= 二 ， 
| 

由 得 展开 式 为 

上 让 十 阁 寺 二 十 1 + =», 2 (KR = 00) 

21l 过 #1 人 1} 


【 例 2 了 求 出 log (1+%) 在 %=0 处 的 震级 数 展开 陈 ， 

[ 艇 了】 由 于 log {1 +%)=log|1+%| 组 《十 多) 一 元 之 
argtl+x)<r)， 当 “天 -工时 ,是 全 平面 34: 的 解析 玛 数 ,总 % = 一 1 为 
iog (1 +%) 距 <=0 的 最 近 一 个 奇 点 ， OR dt0, — 1) = 1#* 


国 f(z) = log(l +%), f'{%) = 


,i 
十 区 


GD 
{1 


fw) = -1)") 


CO 


*+) 此 等 玫 懂 开 中 心 z 到 ff 虐 2 最 近 的 奇 点 的 距离 。 
-一 .205 一 


故 
0 =0, HO0) = 0) =【 一 1 (和 一 1 
因而 
Cd (0 DT GD -人 有) 
全 #1 ni] 四 名 


故 得 log (1 +x》 的 展开 式 为 


log (1 1%) = (De 二 oo 一 2 《及 =1) 


并 2 


年 一 ] 


【 例 3】 求 汕 数 (1 +%)”(w 次 复 常 数 ) 在 “=0 椒 的 大 级 数 
展开 式 ， 
【 解 〗 我 们 把 {1+ zx}” 写成 指数 形式 ， 即 ; 

(1+) et 这 是 一 个 多 值 冰 数 ， 它 的 主 梳 为 py(%) = 
ss 它 在 B: |x | 过 i 内 解析 ， 故 可 展 成 客 级 数 ， 其 收 化 半径 为 
1 ， 

现 令 ,f(x) = 1og(1+z) 

2) = 6m = prionilt a 
按 复合 函数 求 导 法 刚 ， 有: 
的 各 Cem)’ 
一 他 4) 
i 


= emiisl 
1+% 


一 em 


pil 


二 坑 E 
则 下 


pw) -Hm oo J), 


加 中 恒 中 外 二 四 于 


"Cz) 二 天 ( 光 一 1) os (Cm 明寺 ee 
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于 是 有 
pO) 一 上， oo (0) 二 熔 ， pO) 二 六 《于 一 P12- Cm 一 名 十 了 rr 
因 和 而 

C= 0) wm Dm tl) 1 


nt | 


于 是 得 出 (1 + x}” 的 展开 式 为 


(十 名 )" = 二 十 规 名 十 mm 1),, | 玉 《 齐 一 卫 ) (区 一 # 寺 1) 。a 


2 ”! 
加 用 间接 展开 法 的 例子 


以 二 用 直接 方法 将 中 数 展 开 成 匡 级 数 。 这 和 祁 直 接 尾 开 的 方法 ， 
有 时 很 复杂 ， 蕉 至 元 法 进行 。 央 此 ， 我 们 可 以 利用 一 些 已 知 其 展开 
式 的 函数 ， 用 民 入 法 ， 逐 项 微分 法 或 逐 项 积分 等 方法 ， 将 所 给 峡 数 
展开 成 酉 级 数 。 这 样 可 使 计算 简单 ， 在 我 们 常 采 用 的 闻 接 方法 中 ， 
代入 法 是 常用 的 方法 。 比 如 

[ 例 4] 将 sin% 在 #s=0 处 展 逢 成 莉 级 数 ， 


[ 解 】 因为 
a 四 
511s 三 5 
而 
i Ce {re} 
“2, 
和 三 间 
一 ff 一- C C—i%)" 
战 


si 人 2 -2 A 


一 如? 一 


这 就 是 siax 在 .平面 的 展开 式 。， 
[ 例 51 将 of 在 x =0 外 展开 成 赛 级 烙 ， 
1 ， 1 


[和解 3 由 于 6 于 +g PE 二 
21 31 #1 


故 可 将 ee 展开 成 知 级 数 . 
er 一 站， pie ~—1) 


=et1+ Ce D+ Dt 1 (ee 1 
2 8 


er yet 
- 彤 ] . 
= gy 1 ] 
三 E11 二 人 十 名 二 二 于 十 玉 一 J 十- 二 ( 荆 十 名 十 
2 z . 
+ 二 二 一 1)2 寺 
1 1 1 2 
=e|1+ (s+ 十 + 二 多 十 -一 - 季 十 + 
| (+ 下 史 


= (1+e+wtt w+) { |z| < 一 se) 


[ 例 61 将 cosz 在 z= 0 处 展开 成 泌 级 数 . 


went! _ ， 
【 解 】 因为 sinz -y(_1 ) 28 COS% = (SIn%) 


9 王 申 


《|z < 二 co)， 故 应 用 sinx 的 展开 式 逐 项 微分 ， 便 得 


COSe -Be ) Er ( lx| 二 cc) 


— 一 


【[ 例 7 本 将 arc sinx 在 %=0 处 展开 成 医 级 数 ， 


站 3 下 1 pl 了 上 一 ， 1 
【和 解 】 因为 arc sin% -| . {arc sin%) = 
区 因为 在 B={z: 3 和 Pp .1} 内 
1 S SR)! ban 
wl»: 2 2° "(#1 )" 


一 至 收 化 ， 故 逐 项 积分 ， 得 展 井 式 


1 1 一 
afte SINg = | -CO | 下 
| “ h ‘Cn! ) ): 
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站 
【 例 81 求 1(%) = 二 -一 在 点 “(志士 i) 处 的 芍 级 数 ， 


[ 解 ] 首先 求 出 靖 数 一 的 非 解析 点 + 站。 册 于 这 个 函数 在 


LT 
+7 处 不 解析 ,因而 办 级 数 忆 zw, 为 中 心 的 收 敦 圆 的 辣 周 、 必 过 i 或 -i， 
或 同时 过 2 与 -:， 自 然 二 不 在 收 敏 图 的 内 部 ， 即 牧 黎 图 六 域 ， jx 
一 2 县， 其 中 尺 为 %, 到 i 或 -i 的 距 交 中 之 最小 省， 即 R= mint |; 
一 2al i+ | }. 


其 次 ， 将 


1 


于 二 化 成 部 分 分 式 ， 然 后 利用 几何 级 数 [ 5 有” 


(1x| 过 1)， 便 可 在 %, 点 展开 ， 即 - 


1 .1 -1 ( i | L ) 
+ 名 【和 7 (+2) 2 “7 多 fs 


3; | + 
27 下 (一 区 一 居 攻 一 多 站 《十 各 十 【各 一 饼 门 


— U9 一 " 


一 


(7 — %0) (1 -二 ) (1 + 0) 4 + ] 


2 1 wy, 


1 一 各 1” 
一 2 [一 2 和 这 ) 
Ey 
站 


i | 一 
其 中 困 | 考生 T， 1 1 
| 


| 基 一 末 | ?十 名 | 


i [ 1 1 二 


改 1 1 < 
Dm 
T 王 上 
( |S 一 | RR， 及 = mint 2 wl, [its ») 
其 中 当 多 = 人 时， 便 有 有 
1 


Tr 二 名 一 4 ( js < 1) 
当 x,=1 时 ， 便 有 
1 i 1, 1 1 
1 Fw 对 i) 世 1) 人 1 十 
{ 拉 一 下 < TT) 


【 例 9 求 8inz 在 x=1 处 的 里 级 数 展开 式 ， 
【和解 了] 邻 了 =x 一 1 各 = 十 了 
则 ， 求 sinz 在 s=1 处 的 宪 级 数 展开 式 ， 就 归结 为 求 sin($+1) 在 
=1 处 的 逢 级 数 展 开 式 ， 
因为 由 
Sin 人 (rz 十 = sint'cosl + cost :sinl 
利用 


时 二 + 
a 
sins = 3- DD) ry onc =P DCT 


则 得 


ein 


sints + 1) =cos1: 5 1)" "ginl. Be on 


{2 十 1)1 


PE 


将 -wl 代入 还 碎 ， 便 得 


， 所 VCOS1L (% ~ 1) ™! nSini. (%— 1):" 
四 -2 2 Cat DX 1) (ony 


1 


{ 一 二 {1 oo) 
on! 


可 十 《421) 
1， 在 下 列 各 题 中 求 级 数 的 收 令 半径 ， 


2) Pcostin) 2", 


3) Dt a nn 
而 vt) s+ Ds 
21 ctr+ 1) 


4) “二 


atat 1) (a Fa ECE +I) Ha od 
Ht rtet1) (rt 1) 


其 中 4d， 上 8 为 复数 ， 且 i 字 1 内 到 数 ， 
2. 已 知 级 数 和 Cs 的 收 伍 半径 为 R(0<<R<co)。 试 证 级 数 


了 G+) Caw" 的 收敛 半 短 为 = min(R，--) 


一 2 让 一 


3， 如果》Co(z -20)7 的 收 伍 半径 及 >0， jz) = DCo(z 一 xz)" 


(xzEk = 一 5 < 有 R}， 则 f(x) 在 收敛 圆 的 图 周 C: lx 一 
= 上 上 人 至少 有 一 个 奇 点 ， 试 证 之 ， 
4。 求 下 列表 数 在 原点 刍 域 的 展开 式 ， 


5) oe 让 {a s 1 得 Br, He 和 9) 中 


5， 焰 下 列 明 数 让 %=1 点 展开 ， 


{T+%):" 
3) COSE, 
4) sin{2% — %?), 
6 证 明 Schwarz 引 理 。 设 (x) 在 了 =ts zl < 内 解 
入, 且 (0) = 0， 当 x 所 B 时 ， iCz)| 之 1 刚 在 8B 内 有 (2)| 所 |%|， 


34-5 解析 函数 零点 的 孤立 性 、 唯 一 性 定理 


1。 解析 函数 零点 的 孤立 性 
设 畏 数 j(x} 在 %, 的 邻 域 B= (x: 1% 一 x | 之 上 R} 内 解析 ， 且 
一 212 一 


fs = 和 0， 刚 称 后 为 解析 图 数 六 <) 的 替 点 ,与 此 同时 , 称 As -过 
的 各 为 图 数 .六 xz) 的 全 点 。 

如 此 为 大) 的 零点 ， 并 且 f(x) 在 B={%: 必 一 %%| 之 及 } 内 
解析 ， 则 jx》 在 B={z: |% 一 zl 三 RR} 内 便 可 以 展开 成 星 级 数 为 


Zip 人 xx)m El 


序 二 下 


jay ee, (so 


其 中 =f x) = 0 cad 0 ， 和- 玫 1 


在 /xz) = cn(x -xx 中， 如 果 m 不 全 为 零 ， 设 c= 61 一 … = 
oo-1=0， 而 rs0 我们 称 z 为 jz) 的 ?ER 阶 零点 ,特别 是 2: 入 :1 
半 ， 称 z 为 1(%) 的 简单 零点 。 

没 % 为 解析 通 数 的 w 阶 零点 ， 则 在 B: |s 一 ol < 内 显然 有 有 

Fry = (ES 

= €% — "p(s) 
其 中 ，wp (8) = ew 让 Por 一) 十 一 守 BB lz 一 zo 之 及 内 解析 ， 且 
PA) = 0, 

由 此 我 们 得 出 下 面 的 结论 : 

定理 1 在 B={z: |s 一 ?| 三 RY 内 解析 的 通 数 f(z)， 以 %, 为 
必 阶 零点 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 B: ls 一 %=! RR 内 有 .了 (%) = {x 一 
zo"ptz)， 其 中 gtx) 在 B: lz 一 zo 过 及 内 解析 ， 且 p(xz0 0, 

”这 个 定理 不 仅 给 出 了 解析 通 数 在 等 点 分 域 的 性 质 ， 同 时 给 出 了 
计算 f(z) 零点 % 的 阶 数 的 一 种 方法 ， 

.了 例 人 站 求 Cz) = 6sing oz 一 68》 的 零点 =0 的 阶 数 ， 

[ 艇 ] 显然 A) =0。 且 让 (z) 在 | 二 有 内 解析 ，%=0 为 
fz) 的 零点 ， 因 为 f(x) 在 和 < 之 RR 内 有 有 


-一 313 一 


et 
S11% -Be ) an tT ， 


Sifnxs = De ) "0 


代入 ， 于 是 在 jz| < 妨 内 有 


f(z) = 6%'— 3 十 5 6 ,al 二 小 守 ?一 
51 7 
一 6 i; 一 bal 十 
1 i| 
~ p(s) 
- 6 6 
J 中 yg(%) 可 一 玖 汪 在 反 <R 内 解析 ， 且 
yg (0) =—ar0. 
5 


所 以 < =0 为 上 zx 的 15 阶 零点 ， 

设 图 数 1(%) 在 |%--%| 之 有 内 和 解析， 且 f(z) =0; 邵 业 存 在 x, 的 
荣 一 个 邻 域 B= {x: | 一 2% 之 p(<R)}), 使 得 在 B= {x: | 一 x 之 p} 
内 除 加 外 不 再 有 其 他 的 零点 ， 则 称 xo 为 解析 是 数 /(%) 的 孤立 零点 . 

定理 2 (零点 碧 亲 性 定理 ) 设 晤 数 j(x) 在 邻 域 B=1{%: |% 一 
xi| 过 及} 内 解析 ， 且 % 为 (zx) 的 向 (w=1,2;…) 阶 零点 ， 如 此 在 %% 欧 
邻 域 Bf%: |z 一 2 | 之 RR》 内 ，f (x) 不 恒 为 零 ， 则 为 (x) 的 孤 
立 零 点 ， 

[证 明 〗 要 证 zx 为 fx) 的 孤立 零点 ， 只 须 证 有 |%-%| <p (过 
R) 存在 ， 王 共 内 除外 ，._(%) 无 其 他 零点 即 可 ， 

由 于 在 邻 域 B= 1{%: | 如 | 之 ER} 内 f(z) 和 解析， 且 不 恒 为 零 ， 
zo 为 (x) 的 # 阶 零点 ， 故 

12) = {5 0) "p(s), 


一 21 一 


a0 


其 由 pt) 在 必 -s 妆 有 内 解析 ， 且 Ps 天 0 
根据 pg(z) 的 连续 性 ， 对 任意 给 定 的 ce 汪 0， 总 存在 p 盖 0， 当 
iz 一 zl < 时， 有 ， 
PLY ~ pls) < 
成 了 并， 
人 在 | -sl<p 内 困 于 Poos0 故 
信人 


于 是 在 的 邻 域 内 ，f (<) 除 外 无 其 他 零点 ， 
(证 毕 ) 


定理 5 俊 图 数 /xz) 在 B=iz: | 一 2 之 Ry 办 解析 ， 2 为 
fx) 的 非 孤 立 零 点 ， 则 zx) 三 0。 

[证 明 ] 我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 设 在 B={%: 民 一 | 二 有 R》 兴 
jz) 不 但 为 零 。 由 定理 2 可 知 ， 必 存在 - "个 邻 域 必 一 zp 中， 
其 内 As》 除 刀 外 无 其 他 等 点 。 意 即 % 为 (4) 的 各 立 寄 点 ， 这 二 
已 知 所 为 (sz) 的 非 孤 立 堆 点 相 矛 盾 ， (证 毕 ) 


2. 瞧 一 性 定理 

定理 4 (唯一 性 定理 ) ， 运 
OD f(z) 与 (zx) 在 区 域 G 内 解析 ; 
也 上 为 元 案 扩 集 ， 且 ECu， 

二 EG 为 EE 的 疾 生 所 ， 

如 果 ，fi(%) 三 f,(x)，z EE, 
2) f(r) EG, 

【证明 】 全 f(x%) =f te) —f.(%), 蜡 证 万 人 es) 与 f(x) 在 刁 办 到 
处 相等 ， 只 须 证 .As)》 在 各 内 到 处 为 零 如 可 . 
首先 ， 因 为 .六 >) = 用 (x) -六 (xz) 在 G 内 解析 ， 又 在 妃 上 处 处 为 

等 ， 南 % 忆 G 为 BE 的 凝聚 点 ， 故 为 tz) 的 一 个 韭 弧 立 零 点 ， 册 
定理 3 可 知 ， 必 存在 一 个 完全 属于 避 的 邻 域 B ={%; ls -| 过 ?7} 于 


其 内 (2) 寺 0, 


de 


则 ， 
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0 内 寿 一 点 x' 人 外 的 值 也 为 零 ， 

为 此 ， 我 们 用 -- 条 完全 属于 6 
| 睛 连 续 曲 线 (， 坟 慷 zx, 与 如 
站 4), 六 设 中 离 4 =2(C, 21)， 
7 为 G 的 边界 , 设 p = 全 ， 并 用 
ws ls 站 让 “一 %! 六 分 氮 ， 
将 忆 分 成 * 段 孤 ， 且 佐 | 和 一 


和 二- < 一 所 《点 = 了， 2 
#)， 季刊 1， i 
为 中 心 ， 以 5 为 半径 ， 作 属 十 


的 圆 域 k,， E,, rey nl, 图 ”42 
由 .上 面 的 证 明 ， 可 知 f(x》 在 


如 内 层 为 零 ， 义 因 [zk 一 sx < 攻 ， 可 知 s4 们 于 和 内， 所 以 f(z1) = 


0，j (x》 首 上 内 又 恒 为 零 。 辣 理 ,%, 位 于 上 内 ，f (zx》 首 霹 内 也 便 为 
零 。 同 理 ， 可 知 j (x) 在 已 ， 有 …， 丰 -内 都 恒 为 零 ， 最 后 ， 因 
5 =% 位于 &s- 内 ， 所 以 (zx 二 0， 即 了 六 (x) 在 G 内 任意 一 点 x! 处 
的 值 全 为 零 ， 因 此 f(x》 在 C 内 到 处 为 0 ， 即 f(z) 二 大 (x),， xEG 
这 个 定理 可 称 为 内 部 唯一 性 定理 . 《证 毕 ) 

由 年 理 4 ， 我 们 可 以 推 得 ， 

定理 5 设 广 (xz) 与 廊 人 (5 在 区 域 G 内 和 解 术 ， 如 果 六 (3%) 与 1,(=) 
在 《路 敛 点 仍 属 二 5 的 ) 点 列 上 ， (或 任意 小 的 地 域内 ， 或 任意 小 
的 一 条 曲线 上 〉 重 有 六 (xz) = 六 (5 ， 刚 在 安 肉 到 处 有 六 (5 三 廊 (z) 

【 例 2 】 设 函数 f(x) 在 区 域 G 内 解析 ， 如 果 对 于 点 WE C， 
均 有 了 (2) =0 4z=12…)， 则 Asx) 在 C 内 恒 为 常数 ， 

【证 明 ]】 要 证 jx) 在 G 内 伍 为 常数 ， 只 须 证 明 f(z) 在 sz。 点 
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的 邻 城 六 二 EE | 一 2 <p 内 fi) 恒 为 带 数 即 可 ，《〈s 经 GC， % 的 
分 域 B= {x: jz 一 x 过 PG) 

因 题 设 f(z) 在 xz, 的 令 域 内 和 解析， 故 可 展开 成 CTaylor) 级 数 ， 
邯 


! i 
ff 0 + LE 0s) + ED Ci 


[ 所 | 
三 《各 一 we)" 十 pp 


因为 f(x0) =0 (#4=1,2,'…)， 记 以 

fs) =f (C0). 
叉 因 为 B= 起 :一 到 去 里 尼 各 ， 由 了 瞧 一 性 定理 可 知 ， 在 区 城 各 内 
沼 处 有 /1(z) 三 f(x)， 凤 /(z) 宇内 恒 为 常数 ， 


34:6 Laurent 级 数 


有 前面 说 过 ， 左 级 数 是 我 们 研究 解析 测 数 在 解析 点 邻 域内 性 质 的 
有 力 工 具 。 可 是 对 于 某 些 特殊 的 图 数 来 说 ， 它 可 以 以 图 心 为 奇 点 。 
这 种 函数 在 奇 眠 叙 域 内 就 不 能 表示 成 震级 数 ,为 此 , 我 们 自然 责问 ， 
这 类 函数 在 奇 点 的 任 域 内 能 不 能 表示 成 级 数 ? 能 不 能 以 这 种 级 数 为 
工 共 来 研究 通 数 在 其 孤立 奇 点 邻 城内 的 性 质 呢 ? 我 们 前 问答 是 肯定 
的 。 Laurcnht ( 罗 饥 ) 级 数 是 我 们 研究 通 数 在 孤立 奇 点 邻 域 性 质 的 
又 一 个 重要 工具 什么 是 Laurent 级 数 呢 ? 


1。 Laurent 级 数 
我 们 称 上 共有 下 列 形式 的 级 数 ， 


2 Fn 所 ”= “十 人 一 wy) "十 + 0 _2 一 wy 十 


| 
eis — 0 te tel 0) + es ~ +t 


+ Fn (AY 


为 Laurent 级 数 ， 其 中 Ws Fn 《站 二 人， 土 1， +2..) 都 为 复 钊 数 ， 
这 类 级 数 不 但 含有 > - x 的 非 负 的 整数 矫 ， 而 且 还 含有 x - xs 的 负 束 
数 符 。 即 它 是 由 级 数 : 


db 


Fealz — %0)" (8) 


莉 二 章 


D ens ~ way" (C) 


是 三 一 


合 上 应 的 我们 依次 称 为 Laurent 级 数 (1) 的 解析 部 分 和 主要 部 
分 ， 


2. Laurent 级 数 的 收 数 域 及 其 和 函数 的 解析 性 


上 是 疼 可 知 ，Laurent 级 数 (/) 是 由 两 个 级 数 合 成 的 。 因 而 它 
的 站 党 域 是 出 这 两 个 级 数 的 公共 收效 域 组 成 的 . 

级 数 (及 是 宪 级 数 ， 其 收 伍 霹 是 圆 域 下 -= zx: |s 一 zs| 三 BR}C0 下 
只 <co)， 这 个 级 数 在 jz 一 %| 挟 及 内 绝对 收 化 ， 在 任意 较 小 的 团圆 域 
B= 4%: js 一 2 寺 R'< 有 R} 上 一 致 收 伍 。 它 在 |% 一 zl 过 及 内 定义 厦 
一 个 解析 函数 f(x)， 这 是 已 知 的 ， 

对 级 数 (C)， 我 们 引入 一 个 变换 


ce-— 1 


在 一 名 | 


并 令 en = brs 十 是 (CD) 党 为 
Doe Ht 
显然 这 个 级 数 在 5 平面 上 的 收敛 域 ， 是 一 个 以 原点 为 心 ， 以 二 为 半 


径 的 圆 域 4 <- 过， 并 且 在 加 < 二 内 绝对 收敛 ， 在 任意 较 小 的 闭 
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图 域 加 < 省 << 上 上 一 至 收 全 
换 成 原 炒 的 变 基 z， 则 级 数 《C) 在 


gg), 0 
内 绝对 收 鳅 ， 且 在 I 一 zl 守 r"* 上 一 致 政 合并 在 -如 | 守 + 上 
定义 一 个 解 术 前 数 ,(x). 

日 然 ，Laurent 级 数 (A) 的 收 合 域 是 由 这 两 个 不 等 式 

[sgl RS ls- rr 
攀 会 共 部 分 来 确定 的 ， 如 果 Rr， 风 由 这 两 个 不 等 式 得 不 出 Lau- 
rcnt 级 数 (的 妆 仇 域 ， 当 且 仅 当 B+ 时 ， 则 上 由 这 两 个 不 等 式 定 
站 本 一 个 已 z 当心 的 环形 区 域 居 
RR 
于 其 内 Laurent 级 数 (4 绝 对 收 族 ， 且 在 任意 较 小 的 财 圆 环 城 + 二 
-RR 上 一致 收 全 。 鼓 级 数 (A4) 在 环形 区 域外 内 代表 
一 个 解析 汕 数 f(z)， 
且 有 


rs — ol 


f(x) = 2) + f(r). 

由 以 .上 上 的 讨论 ， 我 们 不 难得 出 如 下 定型 ， 

定理 1 Laurent 级 数 (4) 在 环形 区 域 r < |x ~%| 二 及 内 绝对 
收 合 ， 在 尾音 较 小 的 闭 圆 环 + 之 rf 必 一 | 过 RR 上 一 致 收 襄 ， 
其 和 歼 数 屋 环 域 里 的 解析 辫 数 ， 且 可 逐 项 求 导 尾 意 次 ， 

值得 注意 的 是 ， 环 形 区 域 r< |x 一 *| 之 有 R 移 举 径 r 有 导 可 以 等 于 
替 ; 此 时 称 Laurent 级 数 在 % 的 走 心 分 域 09 之 | 一 % |] 过 及 内 收 伍 ， 周 
时， 上 有 时 世 可 以 等 于 无 穿 天 “so7?， 此 时 Laurent 级 数 在 r < 一 
| 00 内 收 做 ， 如 果 环 形 区 域 是 由 不 等 式 0 < 二 |x 一 %| 之 oo 所 确定 ， 
则 Laurent 级 数 在 复 平 面 上 踪 点 因 外 收敛， 

以 上 我 们 证 明了 Laurent 级 数 在 其 收 伍 域内 表示 着 一 个 解析 六 
数 ， 和 篆 级 数 一 样 ， 更 重 上 要 的 是 证 明 这 个 事实 之 道 ， 即 在 环形 区 域 
内 的 解析 潍 数 ， 能 艇 表示 成 Laurent 展开 式 ， 并 且 这 种 展开 式 是 只 
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一 的 ， 下 一 节 着 重 毅 述 这 个 事实 。 


| 题 (4.3) 

1， 求 出 下 列 鹃 数 以 z=0 为 军 点 的 阶 数 ， 

1 xfYe 一 本) 
2) 区 81 人 乞 。 
3) 1 -cosx, 

3， 设 zi 是 画 数 (x) 的 音阶 零点 ， 叉 是 &(%) 的 # 阶 堆 护 ， 试 
问 fz) + g(x)，f/(%) :8(z) 及 f(z)/ g(x) 在 % 点 上 共有 什么 性 质 ? 

3、 设 0G=int(c),，c 是 简单 闭 曲线 ，f {zx) 在 G6 内 和 解析， 在 周 
区 域 C 上 连续 ， 其 模 |f (x)| 在 c. 上 是 常数 ， 试 证 ， 如 果 f(x) 不 恒 
等 于 一 个 常数 ， 则 j (x) 在 GG 内 至 少 有 一 个 零点 ， 

4。 假定 六 xs) 是 有 界 单 连 通 区 域内 的 解析 少数 ， 朋 不 为 常 
数 ， 斌 证 任何 一 条 属于 GG 移 闭 曲 线 c 只 能 包含 着 方程 f(x) =4a 的 有 
氢 儿 个 根 . 

5， 问 是 否 存在 着 在 B= 《x: [x| <1} 内 解析 ， 且 在 点 x*。= 上 


取 下 列 各 什 的 静 数 (zx)? 为 什么 ? 


1) 0,1,0,1,. 
2) 0 ,1 ， 

六 A "Br? 

1 2 3 1 其 
3) 本， 本 区 BY? ?|? 


6， 函 数 sin-- 二 -有 无 穷 多 个 零点 z=1 一 一 ,n=1,2,… 但 


汪 并 不 是 常数 ， 这 与 瞧 一 性 定理 是 全 政大? 


SI0 


7。 设 解析 函数 (*) 有 一 个 zw 阶 零 点 x, 问 函数 FCz) = | C5 
d 在 点 % 的 性 质 如 何 ? 又 设 x%.E3B(z,,6) 并 设 在 这 辑 域 内 J (x) 
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解析 ， 试 问 盖 数 p(x) = | /GD 65 在 点 ,的 性 质 如 何 ? 这 旦 的 积分 


小 假定 Chls,, 人) 。 
8.、 设 一 段 实 轴 三 和 和， 并 长 国 数 few) = 9) 十 了 和 到 
0》 cx, 0) 都 在 如 内 解析 ， 求证 f(z) =f,{%), % 全 后， 


$4.7 ”解析 函数 的 Laurent 展开 式 


1. Laurent 定理 


定理 1 设 函 数 f(%) 在 环 彤 区 开 天 :工本 -sg 之 R (r 祈 0， 
R<s Teo) 内 解析 ， 则 二 (在 上 内 可 以 展开 成 Laurent 级 数 【或 展 
开 式 ) 


js) =D) nls 0)" 


其 中 
1 1 (2) e 


3ni 一 


Y 有 一 + (# = 人 0, 二， 十 2 


称 为 Laurent 系数 ，6 为 圆周 cp: jz 一 zl =P，p 为 一 个 满足 r<<p< 
R 的 任意 正 数 ， 并 且 展 开 式 是 唯一 的 . 

[证 明 】 证明 的 关键 是 应 用 Cauchy 积分 公式 和 我 们 所 熟知 的 
公式 


= De”, (|x*| <1) 


徊 二 四 


1 
1 —% 
设 * 为 环形 区 霹 A 内 任意 的 一 点 ， 我 们 从 柯 以 找到 含 于 关内 的 两 
个 辐 周 


Cpls I%— ol =r 
CR | 一 wo = BR 
使 得 g 仿 在 环形 区 城 玉 7 扫 二 一 | 之 这 有 RR 内 ， (如 图 143) ， 
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因为 1(%) 在 下 内 解析 ， 记 以 (zx) 在 闭 圆 环 K'= {zx:r' < x-z! 安 
R 上 解析 ， 山 Cauchy 人 
fx) = fo _ 志 AL 


六 他 了 


其 中 or。 部 肥 下 站 
对 于 第 一 个 积分 ， 和 EE RI 
时 ， 则 有 ， 


S| 
1 
| Ez 
_ 1 ] 1 
人 
EY, 
_ | D2 ) 
= -一 忆 一 
by | A 六 [到 1。3 


这 个 收 绩 级 烙 末 以 .AS 后 ， 对 于 圆周 ce 上 的 5 仍 是 一 致 收 仇 , 上 履 
本 消 tx: 逐 项 积分 ， 而 得 ， 


2) 人 | 
一 -二 有 Ey tl 
-goes -so 
皇 让 
.1 fC) p ,. 
Ri 
和 人 人， 当 ECr 时 ， 有 ， 
| Lp oe | “1 
器 一 区 0 | 


-一 


单一 | 


个 收 伍 级 数 乘 以 六) 后 ， 对 于 图 周 cr 上 上 的 上 仍 是 一 致 收 旺 的 ， 
帮主 消 图 周 c 遂 项 积分 ， 并 行 


-1 { 7) ge 
| 一 x 


-or | 3 /OE | 


a G0 gr 
or | 


CE) 


四 二 1] 了 T 


-yc ce — x} 


由 二 I 


其 中 


一 fs jr 《站 一 十， Dn) 
Cn gn | Ca 


由 于 C ,与 C_ ,的 被 积 函数 在 天 内 解析 ， 故 在 图 环 K 内 作 以 %， 为 心 的 
圆周 Co。={%: lz 一 | =p}， 田 Cauchy 积分 定理 的 推广 定理 梧州， 
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本 1 fF) a (2) : 


Dri (Cs) Ew) 
_ AC) dr l 1 _ Ce) ge 
| {5 — a) 4 or | (Ei) Tl 
站 
或 统一 写成 
.1 fe) 着 _ ,.. 
| 区 C0, +1, +2,.) 


我 们 便 得 出 组 数 f(z) 在 圆 环 天 ' 内 的 Laurent 展开 式 如 上 ， 直 于 
”与 只 可 以 分 别 趋 近 了 ”> 与 及 ， 故 得 到 函数 上 (zs)》 在 圆 环 天 内 的 
Laurent 展开 式 ， 

下 而 我 们 来 证 明 (zx) 让 人 内 的 展开 式 是 唯一 的 。 有 即 证 在 天 内 
f(x) 不 本 能 有 两 种 不 同 的 展开 式 ， 行 则 ， 设 f(z) 在 环形 区 域 天 内 
又 可 潍 开 成 下 面 的 展开 式 ， 


f(z) = 人 bs — 0) ™, 《站 二 日 土 ]， 二 22,..:) 


于 十 
fC%) dn — Yd" = > bt{% 一 学 
责 谢 同 乘 以 Te iT 和 有 朵 这 两 个 级 数 相 ,的 一 笋 收 襄 恬 ， 帮 可 


将 Ci 过 项 积分 ， 而 得 ， 


y 。 中 "dE = > ,| Er)" mde 


有 二 一 年 二 = 蕊 六 


应 用 前 而 已 证 得 的 公式 (参看 习题 (3'1) 习题 6 及 $3-2 例 ?7 了) 
dt _ 27i， 当 # = 1 时 ， 
Co (%— 0 ta， 4 天 工时 ， 
于 起 可 有 


Dnirs = Drnid,. 
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co = 8,, 

所 以 其 展开 式 是 唯一 的 ， (证 毕 ; 

在 具体 问题 中 , 如 条 将 解析 函数 在 其 解析 环 域内 展开 戌 Laurent 
级 数 呢 ? 下 曾 我 们 来 研究 这 种 方法 

“， 解析 函数 展开 成 Laurent 级 数 的 方法 

@ 直接 展开 法 举例 

[ 例 1 了 试 在 原点 将 f(x) = 气 展开 成 级 数 . 

【 解 ] 显然 1(z) 在 复 平 面 9。 上 除 = 0 处 解析， 即 f(%) 在 环 


形 区 域 人 = 1x:0<7 ]z| 之 eo》 内 解析 ， 现 令 C。 为 圆周 Co 1%| = 
(0<p<eoy， 根 据 定 理 1， 则 


flx) -y Co 


FE = 


C= | fe 
3E (CO— Sp) 


- | 芭 Pa ard =0, 土 1， 土 32;… 


当天 二 一 六 由 二 烽 A = 在 Cl) int Ce) 二 解析, 硫 Cs, = 0, 
当 #z 空 一 2 时 ， 员 高 阶 微 商会 式 可 知 ， 


1 ev 1 dt? 
| tr Ke) J 
-Ll . 
《如 十 加) 
BL 
~ 1 
C+ oY1 
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Ti ‘0 |s| < oo0) 
汐 所 求 的 级 数 。 因 为 它 在 环 域内 展开 ， 故 为 Laurent 级 数 ， 
[ 例 21 将 函数 f(z) = 起 一 全 展 成 关于 zx 的 级 数 ， 
[ 解 ] 梢 数 f(x) = 于 (* 台 在 平面 区 域 G=19. 00) (其 


0 之 |%| 于 ce) 内 解 机 因此 (x) 在 此 区 域内 可 展 成 Laurent 级 数 ， 
已 | 


其 中 


C, 为 单位 圆周 ，Co = {fz: zx| =1},， 当 CEC 有 时， C= (0<0< 


A), 于 十 
gr 《ef8 -人 
2 
_ .je 


”ori 《Fit 
愉 


rm 
1 | ET 


2 EL 
nt 


2 


27 7 
= 二 |eosCasing -z6)40+ 5 |sin casing ~ ab)48 


天 T 
和 和 


= 一 0 刚 吕 2 一 证 d= -di 


226 一 


旺 亲 8 
|sincasing 一 8 有) d= Jsincesin (2x i) Rn (di) 
相 PT 

Fr 


= 一 |sinresin; ~ WATdt 


移 项 得 


sin{asind — nfY d8 = 0 


pe | 


于 是 


C= |eos (asind — nDyado, (n=0, 1, +2,..) 


dd 


0] 


即 j(%》 在 0< |x| 之 oe 内 的 展开 式 为 ， 


f(x%) -» Ce" 


其 中 ， 
C= -|costesin0 ~ 0) 40. 《 形 二 有 站， 土 IT， 土 3， ，…) 
电 ”间接 展开 法 举例 
所 请 间接 展开 法 就 基 利 用 已 知 罗 出 数 的 展开 式 太 级 数 运 算 锐 方 
法 ， 将 所 给 函数 间接 地 展开 成 央求 的 级 数 ， 这 桂 可 使 计算 简单 化 . 


根据 Laurent 定理 及 函数 展开 成 的 级 数 是 唯一 的 ， 这 将 与 直接 方 
法 所 得 的 结果 是 一 致 的 ， 


[ 例 3] 将 /(x) = 22 在 点 “= 0 展开 成 级 数 . 
【 解 】 因 为 已 知 


sn Eo, 1 ， 1 
sine = Be- ) arr 二 名 3 "十 


-— 221 一 


(ico), 代入 Sa ， 即 得 
sins_ |] ss， 工 。 
% 3 5 
(0 四 <<co)， 为 所 求 的 级 数 ， 
【 例 4】 在 例 工 中 ， 用 直接 法 将 f(z) = 所在 原点 展开 的 方法 作 


~ (1) 


1 a 
{28 + 1)1 


起 洲 比 较 复 杂 。 吉 是 我 们 如 果 采 用 间接 法 就 简单 得 多 〈 因 此 对 于 同 
一 局 题 手 融 用 丰 各 方法 好 ， 归 看 具体 情 沈 ) ， 
首先 把 = 写成 ， 后 = + 然后 把 


[| 


“~ 思 千代 入 后 中 便 很 快 地 得 出 /<) = 与 在 原点 的 展开 式 为 ， 


i 1 1 .1 1 
二 一 十 一 十 一 二 一 名 十 一 %? 4 一 = 
% 2 “ 引 ET (0< ls| «00) 


三 术 汪 2 - 十 下 
[ 例 5 求 js) = ay Gr 17 在 环 域 


(由 1<. |g| < 
0 二 -2 


的 展开 式 。 
[ 解 】 1) 如果 Et1< js < 之 2}， 则 
% -2%+65 . 1 2 
(sms) go 1 
1 2 


一 3228 一 


外 
弛 


= 2 Dt -i 


是 三 ] 卫 一 必 


2) 如果 Et10< lg-83<v 3， 刚 


EE i 


i 


二 1 十 下 [一 
名 一 (2 (1+3—3) ER 


fe -人 人 (ss— 2)" 
DA 1)™ Yt Bc 二 一: 9+ ?y+ | 

TD GEYD7 [2-2 
%—2 5! “2 ， 


(Os? < 
这 个 例子 说 明 ， 同 一 个 函数 在 不 同 的 区 域 的 展开 式 是 未 同 的 . 
1 
[ 例 6】 把 函数 oe? 在 1< 11 <eco 内 展开 成 风衣 级 数 ， 


1 
【 解 】 令 “= 6 
十 是 有 ， 
feltEt et 
2 ! 


市 C= 在 1 | 二 se 内 的 展开 式 为 


1 1 1 1 1 
1 1  - -+(1 ttt) zj < o0) 


所 其 所 求 的 展开 式 为 ， 
一 &25 一 


1 1 1 1 3 
多。 Bw” Pd! 120%° 


它 是 1< | 过 co 内 的 Laurent 级 数 ， 
S48 解 机 图 数 在 孤立 奇 点 邻 域 的 性 质 


1、 解析 负数 在 其 有 限 班 立 奇 点 邻 域 的 性 质 


在 8$4.7 寺 5， 我 们 研究 了 在 -一 般 环 域 册 艇 析 国 数 的 Laurent 展 
式 ， 现 在 讨论 一 种 特殊 情形 ， 

设 jx》 在 2 芍 此 一 去 心 邻 域 ，0< 二 |% 一 zo < 及 《时 除去 圆心 
“人 中 菜 僧 域 ) 内 解析 ， 而 在 加 点 不 和 解析， Wb | I (x) 的 一 个 丽 
立 奇 点 . 

如 暴 z 为 A(%) 的话 立 硒 点 ， 则 必 在 在 止 数 有 只， 使 得 /(%) 在 
的 去 心 邻 域 ，0<< [gs 一 | 之 及 内 可 展开 成 Laurent 级 数 。 例 如 ， 在 


84.7 中 的 例 1， 例 2 ， 例 3 ，0 是 了 =， "及 中 让 的 扳 立 向 


点 ， 它们 在 的 去 心 邻 域 的 Laurent 展 式 分 别 为 ， 
ae _1 1 1 1 1 . - 
二 十 于 ~ | 下 
& 37 ~ a (0 ) 


Ru 


下 i 
站 (~ = Ci 了 5 CC 一 | 局 (nn 一 asingy 有 
For 


悍 三 一 只 1 
{# 二 全 土工 土 之 ，-… 
slll% 1 2 1 1 rn Ei 二 
(0 < |x| < oo) 


一 3 一 


从 圭 面 例 古 由， 我 们 不 难 发 现 ,在 函数 的 展开 式 中 , 有 的 不 含 负 
本 项 ， 有 的 含有 有 有限 项 负 因 项， 让 的 含有 无 穷 多 项 负 辕 项 。 或 者 
吕 ， 羡 数 j (zx) 的 工 aurent 展 式 中 ， 或 不 存在 主要 部 分 ， 或 主要 部 
分 存在 而 是 有 限 多 项 ， 或 主要 部 分 存在 而 为 无 穷 案 项 ， 我 们 依次 把 
网 数 f(z) 的 狐 立 背 点 5 〈 如 为 有 限 值 》 分 别称 为 可 去 奇 点 ， 概 点 
各 本 性 奇 点 ， 

若 % 为 (x) 的 极点 ， 和 由 定义 可 和 扼 ，Jf (x》 在 点 x 的 分 域内 的 
Laurent 展开 式 的 主要 部 分 庶 售 有 限 多 个 项 ， 故 设 

Jo -pce oo cc 


Fr (x wy 《区 一 学 人 于 


二 一 昌 


其 中 者 C_ 0, 这 时 称 %, 为 了 ff?) 的 2 阶 极 点 ， 当 雁 三 1 了 时， 称 z, 为 
一 阶 极点 ， 或 称 简单 极点 ， 


显然 ，0 为 5 的 可 去 奇 点 ， 为 -的 二 阶 极点 ， 为 了 


的 本 性 基点 ， 

下 在 分 别 讨论 函 烤 在 和 种 扳 立 到 点 邻 域 让 的 性 质 ， 

{1 可 去 奇 点 

定理 1 fx) 以 孤立 藻 点 % 为 它 的 可 去 奇 点 的 充分 必要 条 件 
是 ， J (%) 在 x 点 的 某 … 去 恬 驾 域内 汶 有 界 ， 

[证明 】 首先 证 明 条 件 移 必要 性 ，. 

设 % 为 (x) 的 可 去 奇 点 ， 由 定义 可 知 ， 

fle) =e0 te (se 0) ey — 0) te (O00 ls — zl RR) 
于 是 

lim f (2) = 6 

存在 ， 即 .六 zx) 在 后 的 某 一 去 心 邻 域 0 之 1x 一 之 plp 之 R) 内 为 有 
窜 ， 

其 记 ， 要 证 明 条 件 的 充分 御 , 只 须 证 明 ，C=0 (#= -1, 一 2， 
下) 因为 ， 让 1(%) 在 % 的 基 ~ 邻 域内 为 有 界 ， 设 其 界 为 于 ， 则 有 


一 331] 一 


的 (< zo| “RR) 


| /tt) 
277 {CL — 对 yur 


ee 


而 C, 为 全 含 耳 0 :xl <R 内 的 国 周 Ce ls 一 入 | = Pp 可 以 讽 
分 小 ， 二 是 由 


-| 二 | < 


DT zt 人 
可 敌 ， 当 2= 一 4 -2 Pp 充分 小 时 ，p x0, 因 紫 诺 C=0 (= 
一 1 一 2,…)， 节 fs》 在 % 的 Laureut 展开 式 不 含 负 车 项 , 依 定 
义 ， 加 为 可 去 如 版 . (证 毕 ) 

定理 2 .xs) 的 也 芋 奇 点 和 ， 为 它 的 可 去 琳 点 的 充分 与 必要 每 
人 十: liny (%) = io {es 为 一 复数 且 不 等 于 60) 


[证 明 】 设 2% 为 (x)》 的 可 小 奇 点 ， 册 定义 证 知 ， 
Cs》 = 二 TF {< ji 一 区 RR) 
下 丰 有 有 


iimj (s) = c。《 有 限 常 数 ) 
站， 条 性 着 必 驱 的 ， 
其 钦 ， 证 明和 条件 是 充分 的 。 
有 因为， 极限 limf (») 二 存在 ， 即 对 于 任意 给 定 的 e>0， 总 


存在 一 个 不 数 pt 之 R)， 当 0 过 局 一 名 | 之 Pp 时 ， 有 有 ， 

Las 1 -lol < fz) -of < 
自立 。 于 是 在 2 的 某 个 邻 域内 石 ， 

| js Fe 
成 立 。， 即 1(x) 为 有 界 ， 和 为 了 (x%) 的 可 去 奇 点 。 《证 毕 ) 

出 孤 让 青 点 欧 定 名， 本 六 1(w) 在 zo 处 号 和 看 意义 。 旨 在 可 去 奇 

点 的 情形 下 ， 如 上 失 把 极限 

limf (=) = 0, 


FF 一 


一 232 一 


定义 为 f(z) 在 zu 的 值 ， 即 定 广 fx) = ea， 则 fz) 在 zs， 就 有 定 
义 ， 并 且 在 ls 一 %| 工 及 内 和 笑 级 数 


| cn Cy)" 


二 一 自 


所 确定 的 解析 汕 数 定 人 一至， 于 是 %, 便 是 上 ss) 的 解析 氮 了 。 邯 可 
以 把 可 去 奇 点 作为 解析 点 凑 待 。 这 样 ， 我 们 伐 疝 以 了 解 可 去 窜 态 
“本寺 ” 的 道理 了 ， 

色 极 点 

定理 3 f(z) 以 狐 立 奇 点 嫩 为 办 阶 极 点 的 充分 与 必要 条 任 是 : 
jx) 福 % 点 的 某 一 去 心 邻 域 0 之 |x 一 *%| 达 及 内 ， 能 表 成 


寺中 2Cs) 在 B= {z: | 多 -2 PR 内 和 解析， 月 Xt): 寺 0, 
【证 明 3 首先 证 明和 条件 的 必要 性 ， 
因为 为 (zs》 的 ww 阶 极 点 ， 衣 (2) 在 907 .| 一 | 及 册 扩 恨 


fs) = 一 十 ll 十 "十 一 一 4 Po 
(一 {SC 一 基站 一 


其 中 ， F_m 车， HD 


= 
fw) 和 (x 2 )™ 站 


其 由， A(8) = 2 emi) 二 
十 二 
最 然 ，4(%0) = 0_m2c0，4(%x) 在 % 的 分 域内 是 解析 消 数 ， 
其 次 证 条 人 忻 的 充分 性 。 
因为 f(z) = 一 3 


(CO— So)” 


AC2) = 一刀 十 p(w — %,) + hs — en)? 了 aa 
用 于 XCz0) 污 0， 所 以 如 六 0， 代 入 得 ， 


-一 243 一 


f(x) = 十 4 TE 


Cs (一 


可 见 02 5 的 系数 。-。=br50， 故 为 1) 的 w 阶 极点 ， (证) 


fm 
定理 4 函数 (x) 以 孤立 奇 点 3 为 1(%) 的 zz 阶 极 点 的 充分 与 
必要 条 件 是 ，zo 汶 8(%) = pre 的 天 阶 零 点。 


[证明] 要 证 % 疗 吕 【5 -pi 的 风 阶 截 点 ， 具 有 庆 证 £8(%) = (% 一 


zo "mp(z)，gp(%) 在 2 的 邻 城 内 解析 ， 且 中 (二 
因为 设 s， 为 A(z) 的 太 阶 极点 ， 其 


其 rr， 在 的 邻 域 内 解析 ， 日 4(30 0， 本 二 有 


wo) 
20» Fe Ge) 


其 中 设 一 一 - = yl%)， 由 人) 在 ,的 刍 域 内 解 术 ， HH Ais) D0, 


起 ) 
所 以 g(%)》 在 x 的 邻 城 内 解析 ， 旺 yp (56) 关 0， 装 各 为 8(%) -7 


的 闫 除 索 操 。 


有 了 国 洲 区 六 攻 2 - 


0 其 中 w(x) 在 x 的 邻 域内 解析 ， 且 (zo) 天 0， 所 以 
= A(%), 风 ， 


一 一 的 坟 阶 零点， 所 蕊 £42) ze 
( 


上 
人 全 二 Gy 人 


A(s) 
f(x) = [ep ) 
故 名 为 了 (%) 的 阶 极 后 ， (证 毕 ) 


一 23 一 


定理 5 国 数 f(%) 以 也 立 奇 点 名 为 f(z》 的 要 由 的 充 耸 与 电 
此 条件 赵 ， limj (x) = 0 

【证 明 ]】 设 %， 为 f(x) 的 产 阶 极点 ， 则 在 % 的 走 心 邻 域 0< 
名 一 | 之 及 内 7{%s) 为 


外 
(z) = - . 
1 2 (% 一 0) ™ 


其 中 AlsD 关 0 有 臣 At%) 在 的 邻 域 内 解 怕 。 最 然 有 ， 
limf (sy = ee， 
其 次 ， 因 为 limf (%) = ce， 帮 祥 在 某 一 个 目 数 P(p 守 只 )， 人 司 得 
在 刘 op 内 ， (#5) 产 0 


上 是 ， 令 F(x) = pos WW F(z) J 0 1 一 名 | 之 p 内 


和 解析， 号 Cs) 关 0。 但 LmF Cz) = lm 二 人， 所 以 名 为 了 (有 9 


(%) 
订 志 得 感 ， 从 和 而 在 ~ 名 一 宇和 Pp 轩 ， 了 F(z) 的 展 式 为 
I'{s) 一 Fe = + + | 


总 有 limFtz) = 页 =0。 由 于 在 0 二 |% 一 sl 二 Pp 央 ， 工 (天 0 于 
对 Bu =6 = = b=0, bE0, 
FRY =B (Ro a) +t 0 +t 
= C2" (bat et ba(% ~ 0) "tt) 
= (一 


其 中 ol) 在 加 的 名城 内 解析 ， 且 9 天 0。 所 以 因为 F(x%) = = 


的 夫 阶 零 点 ， 名 为 A(%)》 的 六 阶 被 把。 《证 毕 ) 
加 本 性 奇 点 
定理 6 设 z 为 Js) 的 扳 并 奇 点 ，% 沟 jx) 的 本 性 奇 点 的 
和 分 与 必要 条 件 是 ， 不 存在 有 隧 或 兆 穷 的 极限 mf(z)， 即 当 xx 
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时 ，f(%) 即 不 赴 jce, ， 也 林 赵 于 一 个 有 限 值 ， 这 贞 由 可 去 柯 点 及 
极点 的 特性 导出 ， 
【 例 1] 对 于 J(%) = 王 ,%=0 是 它 的 本 性 奇 成 ， 这 是 因为 ; 


4 1 
当 z 广 正 实 轴 一 0 时 ，6->o0; 当 % 深 负 实 轴 -> 90 时，*->0， 可见 
lime* 不 存在 ， 
届 一 血 


2. 解析 函数 在 其 无 穷 远 点 邻 域 的 性 质 

设 果 数 ftz) 在 区 域 下 ={ 公 : 及 之 | 之 oo0; 内 为 和 解析 ， 则 和 欧 
2z = co 为 了 (2) 的 一 个 孤立 奇 点 ， 

关于 国 数 ss) 在 < 三 co 的 邻 城 B: sj 全 及 的 Laureat 展开 式 ， 
上 及 其 芷 x= ce 的 性 质 的 讨论 ， 我 们 是 借助 玫 变 量 替 换 ， 


1 
四 
来 定义 和 进行 讨论 的 ， 
山 于 朗 换 = 二 建立 着 8, 平面 和 3: 平面 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 
点 %= oo 与 5= 0 相对 应 ， | 中 > 及 与 加 <p( = 充 )} 相 对 应 ， 族 
ly 1 
f (eu) =f (¥)= Fe), % 
刚 我 们 可 应 用 (在原 点 人 城 3 区 | <p (= 下) 的 展开 并 及 其 性 
夺 来 定义 和 研究 A%) 在 xs> ce 邻 城 的 展开 式 长 性 质 ， 
* = 四 ze - 1 了 一 
设 FC) 在 B 全 < (= 放风 解 镍 用 
FU = YC 


则 相 订 了 邮 称 (2) 在 个 二 下 内 解析 ， 且 


jhe) ee 


和 如果 FCC) 以 5=0 为 孤立 吞 点 ， 且 在 0<K| <p( = 页 ) 内 有 


F (Ey) = Vc PC 


让 一 个 里 一 1 


相应 地 称 Asz) 以 z=coo 为 孤立 寄 点 ， 帮 2z) 在 车 过 ce 内 展开 
成 


f(s) -Ca yc 
一 下 一 ] 


称 之 为 fx)》 在 zx = ce 邻 域内 的 Laurent 展开 式 ，。 

值得 注意 的 莽 ， 六 xs) 在 s&= co 邻 域 的 Laurent 级 数 的 解析 部 
分 是 负 和 手头 ， 洪 主要 部 分 是 王 择 项 ， 

同样 ， 我 们 以 六 2 在 孤立 奇 点 < = ee 邻 域 的 Laurent 级 数 的 
卡 要 部 分 {正和 项 部 分 ) 丰 存 在 ， 或 存在 而 具 会 有 有限 项 ， 或 存在 而 
含有 无 穿 多 项 ， 把 lx》 的 预 六 窜 点 名 =99 分 为 可 去 背 扣 ， 概 点 利 
本 性 奇 点 三 类 ， 


习 ” 题 (4.1) 


1， 求 函数 (x》 = ;在 点 z=~0 及 点 z= co 邻 域 的 展开 式 ， 
es + 1 nn 
2， 求 函 数 所 x) = 二 在 人 1 <ce 的 展 
忆 : 式 。 
, 1 jj _ 
3 求 函数 总 -TS 人 在 “0， % #4， 多 = 上 的 分 域 的 展开 


式 。 《其 中 0 14| 过 加 )。 
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DD 


， 求 前 数 (x) = Iog 一 -在 点 % = co 的 邻 域 的 展开 式 ， 


6。 阔 函数 (8) = 作 -~- 雪 (2 在 | 二 2 的 屡 开 式 。 


fi， 证 明 s = 0 为 一 CT 的 一 阶 极 点 ， = 十 28 为 


的 二 阶 极 点 ， 


i 
3， 证 明 名 =0 为 ge 的 本 性 奇 乓 ， 
9. 证 明 z=0， 当 之 1 时 为 一 全- 的 训 去 麻 点 ， 2<0 时 为 


的 i + 前 极点 ;= 2kmi 为 -二 的 - 阶 拔 点 ， 


10、 还 明 sk= -二 (下 = 士 让 圭 2…) 为 sin{ 一- 一) 的 本 性 奇 


上 嘲 
Si -- 
be 


11。 证 明 x=o0 为 3 的 可 去 青 点 ， 

12。 诈 明 “= co 为 cosx -sins 的 本 性 奇 点 。 

13。 设 前 数 A(x) 在 扩充 复 平面 上 只 有 扳 立 奇 点 ， 则 奇 点 的 个 
数 必 为 有 限 个 ;站 及 ， 设 f(x》 存 扩充 亚 面 上 只 有 有 限 个 奇 点 ， 则 
于 桨 点 必 为 孤立 村 点 ， 试 证 之 . 

14， 没 国 数 (zx)》 不 异 为 常数 ， 且 在 0 过 |x 一 si < 之 R 内 解析 ， 
如 果 a 是 (zx) 的 零点 的 极限 点 ， 试 证 zs 必 为 (3) 的 本 性 奇 点 。 
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学 习 指导 


如 书 中 记 论 ， 这 一 章 我 们 将 给 出 复 变 函 数 级 数 概念 . 并 以 级 数 
为 工具 ， 进 一 步 揭示 复 变 解析 函数 的 性 质 。 这 就 葡 要 我 们 清楚 地 了 
解 本 章 的 基本 内 容 与 要 求 。 


一 、 内 容 与 溉 求 


本 章 的 蒜 林 内 容 是 ;中 宕 级 数 ，Laurent 级 数 的 概念 及 其 性 质 ; 
巴 解 析 阔 数 与 罕 级 数 ，Laufcnt 级 数 的 关系 ; 国 零 点 的 孤立 性 和 唯 
一 性 定理 ， 中 解析 函数 在 解析 点 及 其 孤立 奇 点 〈 有 限 远 点 或 无 穷 远 
点 ) 的 邻 域内 的 性 质 等 ， 要 求 读者 ， 中 熟练 地 把 解析 函数 在 图 域内 
与 环 域 内 展开 成 宏 级 数 或 Laurent 级 数 ， 加 熟练 掌握 判别 孤立 奇 点 
的 类 别 的 方法 ， 司 掌握 以 级 数 为 工具 研究 解析 函数 的 方法 ， 包 了 解 
解析 函数 唯一 性 定理 的 意义 ， 弄 懂 “ 唯 一 性 定理 ”的 证 明 ， 划 记 
34.5 说 定理 条 件 与 结论 ， 鲍 用 告 级 数 定 义 解 析 了 浮 数 . 


二 、 例 题 


(此 级 数 与 Laurent 级 数 ) 是 研 允 解 析 需 数 的 重要 工具 。 为 使 
用 好 这 些 工 具 , 我 们 不 可 回避 的 一 个 问题 就 是 ，“ 将 函数 /(%) 展 开 
成 级 数 ”。 关 于 这 个 问题 ， 我 们 必须 注意 以 下 几 扣 ; 

山 将 函数 /5) 展开 成 什么 级 数 ? 荐 疾 级 数 还 是 Laurent 级 数 ? 

马 在 哪些 区 域 时 展开? 区 域 不 同 展 开 式 也 不 一 样 。 

(能 不 能 展开 ? 怎样 展 升 ? 

由 车 能 展 并 ， 展 开 式 蚌 不 是 唯一 的 ? 关于 这 些 问题 书 中 已 作 了 了 
回答 ,不 用 效 述 了 .现在 只 提出 儿 操 供 读者 参考 ， 

其 一 ，“ 在 点 “展开 ”与 “在 点 的 分 域 展 开 ”，。 
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zo 为 <) 的 解析 点 时 ，z。 的 邻 域 是 指 圆 域 | x 一 % | < 有 ， 
jz) 可 展开 成 客 级 数 ， 它 们 是 一 回 事 。 当 各 海 1(%) 移 孤立 奇 点 肝 ， 
2 的 邻 域 是 指 去 心 较 虞 0 x 一! < 及，j (x) 可 坟 展 开 成 Laurent 
级 数 ， 上 其 中 及 依 下 面 的 方法 确定 ， 及 等 于 加 到 f/(%) 商 和 最近 疝 点 > 
的 是 离 ， 即 R= 4d (v0, %")， 

其 二 ， 形 开 方 法 。 “将 A(x) 展开 成 级 数 ” 的 方法 如 书 上 所 指出 
的 ， 与 数 党 分 析 时 将 函数 展开 成 医 级 数 的 方法 有 很 多 相似 之 姓 、 展 
开 方 法 书 十 介绍 了 直接 展开 法 和 问 接 展开 法 ， 上 后 者 是 我 们 常 泪 的 方 
法 。 壁 如， 吕 是 利用 已 知 卫 数 的 展开 式 代 入 所 给 的 省 数 中 ， 电 蚌 把 
在 非 原 点 的 展开 问题 ， 通 过 变 芋 圭 换 转化 为 在 原点 的 展开 问题 。 取 ! 
运用 逐 项 微分 和 逐 项 积分 法 。 等 等 ， 

【 例 1】 试 将 f(z) =secz 在 点 四 展开 成 级 数 。 

{和解 1 因为 z=0 为 乒 科 的 解析 点 ， 所 以 fj(%) 在 <s=0 可 以 展 


开 成 括 级 数 ， 由 于 secs = -cr ， 玖 secx 的 有 限 奇 点 为 cosx= 0 的 


零点 zt= 二 + (=0, +1， 土 2…)。 而 内 = 土 可 为 到 :=0 最 过 
的 奇 点 。 所 以 =4 (0, 所 ) = 椰 ， 琢 secx 在 s=0 的 展开 式 就 是 在 加 
域 lr 过 克 内 的 展开 式 ， 


委 3eC% = Cx" 


备 二 只 


则 ， 


sec — 2) = PCs 2)" 


公国 sec( 一 各 ) 二 SCCX， 
C=C, = C= 二 必 
坡 
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SECX = 人 CTS 十 世 十 和 
所 以 有 ;: 
1 = secw' Coszs (C+ Cr: TC T+ ) 


| 1 2 1 {os 
(1 -a* 十 下 7 ) 


和 由 对 角 线 法 ， 知 ， 
1] =secs'coOs%S= Co + (0 一 Co) 


总 
ee 
下 1 
| 
2 一 
1 
I 
< 二- 
2 
= 


是 ,G1]， Gs- 二 Cu= 0， CC 0, ~ 
1 1 
得 ，C = 1， C = 训 


5 


i 
1 SEC% = 1 二 2% 十 一 二 
31 4 


本 题 偿 可 以 用 求 导数 来 定 系数 Cu= 二 一 Ga) 的 方法 来 解 ， 读 省 
可 试 之 . 
【 例 21 将 f(x) = 在 点 x=1 处 展开 成 级 数 。 


[和解] 因为 f(x) = 一 二 的 有 限 奇 点 仅 为 x = - 2， 所 以 “= 1 为 


宛 十 负 2 


f(x) 的 解析 点 ， 故 f(x) = 5 在 %= 1 的 邻 域内 可 以 展开 成 等级 


十 2 
数 . 又 由 z=1 到 x= -2 的 距离 4(1,，- 2) = 3, 故 收 敏 半径 R = 3， 
所 以 / (zx) 可 在 圆 域 B: {zx: [zx <3} 内 展开 成 室 级 数 、 由 于 在 
点 “= 工 展开 ,我 们 将 (x) = -变形 为 ， 


多 多 一 1] 二 1 1 1 


CE PT + 


守 二 2% 一 主 + 涪 at-1) 3tG-1 (1) 
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由 于 lz-H <3， 攻 = 并 一 1 


过 
于 是 ， CT T 
其 中 应 用 了 - ~ > " 
5 1 i 这 "(3 
代入 (1), :Tl 


go 9% 1 3+{S-1) 


中 


DC tab os) 
是 一 让 旺 一 白 


_ a 《1)" 
+ ?DCD i 


为 所 求 的 展开 式 ， 


在 解 本 题 的 过 积 中 ， 读 者 可 以 看 到 , 我 们 在 开始 时 要 判定 f(%) 
在 性 - 划 过 3 内 可 展 成 后 级 数 ， 不 仅 有 其 理论 上 上 的 意义 (回答 了 能 
否 展开 的 问题 ) ， 而 且 在 展开 方法 上 ， 也 起 了 保证 作用 ， 因 为 ， 得 
到 了 |s 一 1| <3 这 样 一 个 不 等 式 ， 使 本 题 的 方法 就 有 保证 了 。 否 则 
须 田 寻求 其 他 解法 。 总之， 开始 确定 出 记 给 函数 在 指定 点 的 可 展 范 


围 ( 即 求 量 R) ， 往 往 可 为 我 们 利用 一 上 3 史 扣 供 了 保证 


关于 这 一 片 ， 读 者 在 将 图 煞 展 成 Laurent 级 数 的 例题 中 亚 已 见 


到 ， 


我 们 还 可 以 采用 并 项 微分 或 还 项 积分 的 方法 求 暮 级 数 展开 式 ， 
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其 收 敏 半径 不 安 ， 
【 例 3 将 机 数 . 六 xz) = 7 = 0 展开 成 级 数 ， 


、 da /il 1 
[ 解 ] 因为 三 (二 二) -Ty 


区 在 单位 加 万 Ba 人 -1 内 
1 As 
erp “ 
由 了 讲 的 一 致 收 伍 ， 所 以 逐 项 微分 可 得 


E 1 一 d 3 1, 
a da (1) tt 9 


=1+2%+ 3 tr: 十 站 ee 


-Tr “Di” (|x| <1) 
[ 例 4 】 将 西数 arctg% 在 x=0 展 开 成 级 数 ， 
[和 解 】 有 于 
1 一 全 me 和 
Ti lt 人 te 二 二 名 十 《|s 1) 
故 
1 1 


二 


=] 一 二 一 
(|| <1) 
且 在 [%| 大 1 内 网 于 的 一 臻 必 伍 ， 我 们 洲 划 二 1 内 的 任意 一 条 积分 中 
将 上 上 式 逐 项 积分 ， 则 得 ; 


Ek 


arctgs = | 二 d% 二 名 一 二 _ 工 >rt 《 | 有 | < 1) 
1 了 4 站 


[ 例 5】 将 ercosg 与 sslng 在 4 平面 内 展开 有 拘 级 数 ， 


一 " 24 一 


【 解 】 由 于 记 给 定 的 两 个 丽 数 ， 在 局 | < 二 ee 内 解析 ， 
可 展开 成 室 级 数 。 
入 Euler 公式 

"COS% + fe°S1N% = 2 (COSS + 1Sing) 


-pt 二 


5 -— FroEtltil+ Loss 


一 10 且 三 十 和 二 1 


6 
一 EE 本 = 人 人 
而 | 


里 二 业 


《 ~ HE, 
= ye CO05 -~ + {1Sin >" 
1 4 4 
让 一 由 


ETCOSSE 一 jesSINg FS (COSE 一 iS1nN%) 


中 
:FETE TF- orl~ite 一 pI 


一 一 


Ce 


A 
RR De 


1 
里 一 自 
C 机 天 ，。 帮 六 
= 》, va) (cos — 131 | 
并 
月 二 卓 


所 以 
QD + 四 得 : 


tr CDOS = (VF)"COSE ,a 


yt 
(DD ~— 他 得 ， 


直下 


Vy BE) sng ,oe 


4 


e781N 站 一 


| 


{ 例 6 将 f(g) = sin:gs 在 %=0 椒 展 开 成 级 数 ， 
[解法 11 因为 sin% = Cer EY) 
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上 巩 和 它们 均 


St? 区 一 ， ”1 . 
_ 号 oo 
| 机 由 三 -一 
| 
tr 
， ， L_ > 习 人 
并 
畦 二 小 | 
2 
1 
业 一 日 
过 此 Sin? 多 一 一 = (eis ei 2) 


【解法 2】〗 因为 sin':x = 李 (1- cos2%) (三 角 中 的 半角 公式 ) 


i S mn C22)" 
且 COS2% 一 一 1 . 

品名 了 C1 
战 Si1ni:% ~ C1 — cos?%) 


_1 1 
= TCOS2% 


-1 _ 1 C (3%) 1™ 
2 - 1 {oY 


-DD Ey 2 


a 二 | 


【解法 5] 逐 项 求 积 法 . 
HSIN?w)! .2s1Nscos% = sindw%, 


二 sin: = |singwds 


而 级 数 sin3s = 六 (1)"( 各 和 5 在 “= 9 邻 城内 一 至 履 仑 ， 歼 可 
以 逐 项 积分 易 得 . 


1 ps 站 刘 二 | 
SIN 2 2 1 1 (22 


一 《28 十 1)1 
_™' A 2 
= 六 《一 十) EC ow 


二 1] 


[解法 41 因为 sin:z = sinxg*sins 


sins = Db- 证 


呈 了 十] + 
Bb sinig= sing. i ]" 


C2 + LY 
ded), 
| D1 -| 
(sw 1 1 ) 
31 D1 71 
利用 对 角 线 法 
4 


本 上 


-ye 1)™ 


| 


mr 


一 
61 1 
nei . 
(3A)1 ” 


| 


[解法 5】 设 sinzx = ycox"。 如 能 求 得 co 问题 便 得 以 解决 


为 此 设 大 5 = sin’% 
显然 
1(%) 一 sin:s 
了 和) = sin2e% 
(2) = 2C0s2% 
jg%) = — A481n2% 
了 (人 = — BCOSD% 


看 二 上 


了 (0) =0 
f'00) =0 
1'(0) =2 
ff"(0})=0 
fF" 0)=—8 
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六 5) = 16S102 攻 ， 了 (= 


1 1 13 
所 以 ，sin:%=J{(0) 了 (0) + 三 (2 二 a + 


在 解 题 过 程 中 ， 我 们 要 注意 一 题 多 解 。 关 键 是 要 灵活 运用 所 尝 
过 前 知识 。 


[ 例 7] 将 郑 数 .六 2) “一 二 二 分 别 在 z= -与 s~oo 天 并 万 
级 数 . | 
[ 解 】 因为 f(z) 的 有 限 奇 点 为 == ; 与 z= -已 所 以 Fo 在 


丢 让 语 点 sf 可 以 展开 成 Laurent 级 数 . 又 四 一 到 另 一 奇 
域名 = 的 距 离 为 2， 所 以 应 在 环 域 0 二 + 让 之 3 内 展开 。 由 于 


多 二 | p14 
0 nF 1, 二 
.1 .1 -i+ .1 
二 {w+7) (Ss— 1) 十 了 wf 
2 | 了 _ 1 , 1 
外? 名 十 了 一 二 wt 2 人 一 1) 
2 

1 ti e (s+ 1)™! 
ft 放生 Ep ) = 92) 


时 -= 用 


又 由 于 J%) 以 z= 十 # 为 有 限 奇 点 ， 玻 Az) 在 1< <oo 内 解 
析 ， 因 而 x) 在 1< |x| 之 2 内 可 以 展开 成 Laurent 级 数 。 有 即 f(x) 


可 以 在 s = co 处 展 并 成 Laurent 级 数 。 因 为 | 渤 二 记 区 1 
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= DD)" ni. 
一 让 名 
即 为 所 求 。 
这 里 我 们 也 可 以 这 样 做 ， 令 “= 二 ， 则 f(%) = 一: 一 二 在 %= 


co 的 Laurent 展开 式 转化 为 (二 ) = 了 下 在 “= 0 处 的 短 级 数 展 
开 式 .而 《=0 为 了 (六 ) = 局 的 解析 点 ，/ (过) = 而 了 在 
: = 0 处 的 宪 级 数 展开 式 ， 亦 邯 反 -六 = 在 上 1 内 展开 成 祝 级 数 ， 

而 得 ， 


Ts DC De FC Drea 


单一 下 


将 《= 二 代入 ， 即 得 -在 “= co 的 Laurcnt 展开 式 为 


5 


1 加 下 1 
&% 十 荆 人 (=) -2 二 到 
从 上 题 的 解法 过 程 中 ,我 们 又 不 难看 到 ,后 一 十 方法 不 如 前 一 种 


疗法 来 得 简单 。 尽 管 如 此 ， 但 它 毕竟 为 我 们 提供 了 一 种 属 开 方法 ， 
并 且 这 种 方法 对 于 某 些 问题 米 说 也 不 失 为 一 种 好 的 方法 ， 


【 例 8 】 将 /Cx) = 463 在 “= oo 邻 域内 展开 ， 
1 1 a 
[ 解 】 令 == 亡 ， 则 得 /( 志 ) = o5 二 。 于 是 问题 归 铺 为 求 
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/ (过 ) 在 5=0 处 的 展开 式 ， 由 于 《=0 为 了 (二 ) 的 解析 点 ， 故 
7 (去 ) 在 《=0 的 震级 数 即 为 f(z) 在 5= eco 的 Laurent 级 数 ， 因 
为 《= -到 为 了 (二 ) 仅 有 的 一 个 有 限 奇 点 ， 故 上 (二 ) 在 151 < 可 中 


解析 ， 于 是 它 可 以 展开 成 寡 级 数 ， 现 令 / (二 ) = 下 (6 


2 _ 1 
上 fr lt 
~ (Ir ae 

mr -1 8 4 ] 

PDTYEY = eit 一 凸 - 
[ee {1 + 253 有 

等 等 ， 故 有 

FO =e, FO) = - 20, FO =19¢, .+ 


而 此 和 神 
ey = elo 2 + + ), 


将 = 二 代入 上 式 就 得 到 在 守之 2 里 的 展开 式 


它 是 -二 在 “= oo 邻 域 的 Laurent 级 数 . 


[ 例 9] 将 f(x) =sin 一 -在 点 “= 芍 邻 域内 展开 成 Lautett 


级 数 . 
【 解 】 因为 =1 为 f(x) 的 有 限 弧 立 疝 点 ， 订 以 f(x) 能 在 
0 之 ~ 计 <co 内 展开 成 Laurent 级 数 。 因 为 ， 


。 茹 。 2 。 1 ) 
-二 二 二 一 
“i 1 “In ( ws—1l1 SHIn (I ,一 1 


一 25 从 一 


。 1 . 
一 当 1 人 1 Cos- 一 一 一 十 CDOS .Stn 
一 1 ~~—1 


1 , 1 _, 
今 二 于 是 cos 二 二 Cos4， Sin — sn。 从 三 


全 一 二 


cos -二 与 sin -二 在 s= 1 处 的 Laurent 级 数 展开 式 将 归结 为 sing， 
cos5 在 “= ec 处 的 Laurent 展 开 式 ,但 是 由 于 cos5,sin5 在 5=%9 


的 展开 式 与 《=0 处 的 展开 式 相 辣 ， 所 雇 


Cosb = 3: -1 -Bor 


时 一 昌 


inc =P ) AT Ti 


把 = -代入 ， 分 别 得 


| (21 了 
05 1 -3 1)" rT "™ -了 1y" i 人 1 . 
1 


(%— - 227， 13 1 
Sih -1D 1 ) Con + i -A {28 + 1) 1 (C5 — 1)*+! 


于 是 sin 一 一 在 *=1 处 的 展开 式 为 


《一 1 


。 i , 上 
Sn > 一 sinl 2 on Ce Te a 


cosl 3- 2x + 1)t Cw i 


3 (1)"sinl WY C— 1)"cosl 
一 Cn {x — 1):” 一 {2+ 1}1 {e111" 


在 这 里 值得 指出 的 是 ， 在 例 8， 例 9 的 解法 中 都 用 到 这 样 的 事实 : 
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coss， sins，2 锋 函 数 在 原点 的 窗 级 数 可 以 略 作 它们 在 ==co 的 
Laurent 级 数 ， 也 就 是 由 于 这 个 原因 ， 礁 求 cos -二 在 x=+ 的 
Laurent 姬 类 晤 求 coss 证 = 80 的 Laurent 级 对 - .被 ， 所 该 级 头 
与 cos5 在 《=0 的 籍 级 数 根 回 ， 记 碎 只 须 用 -一 ] 符 换 cost = 
-1D" 二 入- 中 的 5 就 能 得 到 cos i 在 *= 1 的 Laurent 级 数 
时 一 申 
1 {7-1  . 

Cos 1 3- Bu) (sg 1): 

同样 ， Sin 二 ;在 二 1 处 的 Laurent 级 数 也 是 这 样 得 到 有 的 ， 


从 本 章 的 学 习 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 确 定 评 数 的 机 立 奇 点 的 类 
型 ， 对 于 研究 函数 在 孤立 次 点 邻 起 的 丛 质 是 很 重 又 的， 不 仅 如 此 ， 
对 于 孤立 奇 点 类 型 的 识别 ， 在 小 一 章 学 习 旬 数理 论 时 ， 也 是 十分 重 
要 的 ,为 了 更 好 的 识别 孤立 奇 点 的 类 型 ， 特 提出 以 下 几 点 ， 请 加 注 


意 . 
1°， 把 书 中 所 给 的 定义 、 定 理 作为 “种 判别 孤立 奇 点 类 型 的 访 
法 使 用 时 ， 我 们 必须 清楚 地 意识 到 ， 它 们 只 是 判别 缴 立 奇 点 类 型 的 


方法 、 换 各 话说， 具有 于 先 确定 了 庚 过 砍 的 点 居 函 数 的 扳 立 冰点 
后 ， 才 可 以 熏 用 书 上 所 列举 的 方法 。 
事实 上 ， 就 本 书记 遇 到 的 奇 点 情况 来 看 ， 可 以 列表 如 下 ; 
可 去 奇 点 
/ 孤立 青 点 | 寺 点 | 
奇 点 | 本性 奇 点 | ( 间 什 了 数 的 ) 
非 骸 记 | 二, 碟 
' 梳 点 (多 什 库 数 的 ， 将 在 第 八 章 讲 到 ) 
2"， 用 定义 来 判别 x = om 的 类 型 ， 要 依 其 Laurent 级 数 所 会 


的 正 朝 项 为 标准 ， 而 在 有 限 点 时 ， 则 依 Eaurent 级 数 所 台 负 加 项 方 
怀 准 。 


[ 例 107 设 了 (zx) =sin -小 ， 试 间 %=0 与 多 =eo 分 别 为 


js) 的 何 种 青 点 ? 
【 解 ] < =0 与 “=eoe 均 为 大 gs) 的 最 这 奇 点 ， 抽 7(%) 在 s=0 

坷 =eoo 果 天 aurent 级 数 均 为 
1 1 = (三 -于 Lt 
当 31 5! si5 
i 1 


十 长 一 17” C9 (Dx rE el } + 


记 以 z=0 为 f(x) 的 本 性 奇 点 。 {因为 展开 式 中 含有 无 窃 多 项 负 
虞 项 ) ; %=o0 为 1f(%) 的 可 去 奇 点 。 ( 因 其 展开 式 中 只 合 有 人 负 笑 
项 ， 测 不 会 正规 项 } 。 

值得 注意 的 是 ， 湖 别 “= ce 的 类 别 时 ， 吉 果 仍 以 负 辕 项 为 宝 淮 
的 话 ， 那 就 会 得 出 <=ee 是 1(x) 的 本 性 奇 点 的 错误 绪论 ! 


[ 例 11] 设 f(x) = sn 试 确定 奇 点 % =z 的 类 别 。 


1 
22 。 


Bing 1 Sinf%~r 
[ 解 ] ma 

由 84 .8 定理 2 知 ，%=x 为 可 汪 育 避 。 

[ 例 12】 试 求人 出 7 (x》= ct 名 一 -的 全 部 有 限 奇 点 ， 并 确定 其 类 


刘 。 


下 
[ 解 】 轩 为 "etg 汪 = 一 一 和 ,所 以 Js) = etg 工 的 全 部 奇 点 只 甬 
” SI 一 
完 


一 3 "= 


出 自 于 使 二 无 意义 ， 及 使 sin =0 的 点 ， 内 为 
1 。、 1 1 
2 三 站 合 志 天 个 六 多 上 = k= 十 1， 土 2,…)》 全 31n =0 ， 


所 以 和 =0， xs 天 为 7 {%)}= ctg 二 的 全 有 有限 奇 点 。 又 因为 


站 
0, (sin =) > 二 站 而 (sin =) Tt 
i 
并 且 
limgt = 人 0= 0， 记 以 =0 不 是 了 (zx) 的 扳 立 奇 点 ,而 是 J{%) 的 


非 伏 立 奇 点 ， 戒 于 说 %=0 为 (zx) 的 诸 极 点 的 获 举 成， 
5 例 13】 如 有 末 s 为 任意 一 复数 ， 试 证 ， 


[一 


Ce 


、 号 将 
[证 明 ] 因为 4' = - 汪 ， Cl»! 于 co) 
二 咎 ' 
、 四国 本 名 SS Si 4 
所 以 |: || 2 #1 之 1 < #| 
n= 名 二 ] F 二 
六 因为 ， 
1 4 
se ll 
= 半 | (+ gl ee ) 
E 
| (1+ | 十 1 je] “十 ) 
= [sl 


所 避 一 全 一 1 近 ] 人 


[ 例 14] 计算 积分 ，| -dx ， 
【和解 】 因 为 在 js] <oo 内 ，e”* 可 以 展开 成 等 级 数 ; 
‘= 一 
并 且 多 二 一 在 | <cc 内 一 致 收 伍 。 故 级 数 在 lj <o0 内 可 以 沿 任 总 
一 条 曲线 逐 项 积分 。 所 以 有 


~ = Eh 中 站 


= 》 一。 (x| <eo 


f【 例 151 设 阔 数 pes 及 8(z) 在 名 钼 分 别 有 妆 阶 及 # 芥 极点 ， 
试问 As) + ef， (ez) fo) 及 8 (2) 在 具有 人 如 性 质 ? 
I 和 解 】 国 为 As) 与 Ba) 分 别 以 台 为 四 阶 配 4# 阶 极点 ， 所 以 


有 有 : 
4 而 旺 
一 _, Fh 于 = rh 十 。， 十 一 上 - 十 | , mm 
1(%) {| w 一 宫 ， fi(%), a-m0 
一 2-。 i a b, 
ST tm) Ct ts + 8, be 


其 中 (sz)，g1(%) 分别 表示 展开 式 中 的 解析 部 分 ， 于 是 ， 
jl re = [es 


区 于 【 一 必 琴 ” 


a a 
十 = 里 = a 
[€ 一 So)™ ree % ji | 


一 255 一 


fa 
| 


rw) + ERY = en + am 


一 
二 下 
放 
当 ns 时，2 为 Cz) gz) 的 克 阶 极点 ， 
的 低 十 玉 阶 极点 ， 或 为 
症 沁 条 碎 ， 


上 本 
(| 于 | 
= 1 
[i -|- i = -一 + | mn ds. 
名 eo)” 《全 一 = {sm 


[zs 站) 
于 为 了 Cs) fs 的 天 + 阶 拭 点 ， 


和 交 二 D9 :+ 十. ie, - 十 
区 (7 人) 一 (% 区 3 1 + 1/ 


nr 


me 一 一 一 一 


[+ = | 
(XE 【可 一 习 呈 1 


A 
Er 


省 时 2 为 (AT 的 一 横扫 概 品 ， 
当 的 办 一 # 阶 窒 
的 可 志 交 二， 

尼 顷 注意 ， 融 练 掌握 唯 -性 定理 的 条 件 和 结论 ， 了 解 唯 …… 性 定 
理 前 意义 ， 会 用 唯一 恬 定 理 说 明 某 些 问题 ， 这 些 对 我 们 学习 第 七 阁 
解析 开 插 是 很 重要 的 。 

[ 例 18】 是 碍 存在 在 原点 解析 ， 且 满足 下 列 条 件 的 解析 冰 数 
2)? 


一 2556 一 


2 7 /全 - 
1 


【 解 】 首先 考虑 1) ， 在 原点 解析 ， 且 满足 了 (二 ) = :一 ， 
/3 


事实 上 ， 册 于 他 } 与 { 一 工 }o = 1 2 ?及 0 为 村 点， 由 叭 一 


函数 f(x) 存在 ， 且 为 j(%) = 条， 


性 定理 可 知 ，/(x) = * 这 个 函数 在 “= 0 解析 ， 且 满足 /一 ) = 去 


的 唯一 函数 。 而 且 这 个 函数 也 满足 条 件 (一 二 ) = -去 -。 故 Fa) = 


s? 是 在 原点 解析 ， 且 满足 (二) = 让-， 扩 《一 广 )- 祥 的 解析 乞 


数 . 
其 次 考虑 3 ) ， 在 原点 解析 ， 且 满足 (3 一 于 - 5 )- 0, f ( 志 )= 


二 的 函数 是 不 存在 的 ， 


事实 上 ， 由 于 [元 二 一] 与 1- 二- (r=1,2,…), 都 以 0 为 覆 村 


点 ， 占 唯一 性 定理 可 知 ，f(z) = = 是 在 原点 解析 县 满 足 / (二 -) = 
-过 -的 办 一 函数 ， 但 f(x) = x 不 可 能 满足 条 件 / (二 ) = 
(1 2…)。 因 此 在 原点 解析 , 同时 满足 一)=0 了 


-eb 一 


= -的 函数 不 存在 ， 


三 、 习 题解 答 
习 是 (4:1) 
1， 【证 明 ]} 
1 cot = + mT 11, 1. 
1) 因为 im— lim i - 方 时 可 1 


aD 25 收 敏 ， 


2 ) 国 为 Lim -一 -9 -= 
Fn 下 一 


iD - 呈 收敛 ， 
2， 【证 明 j 
因为 limes0， 近 级 数 收 伊 的 必 嗓 条件， 
所 以 Yezr 发 散 
5、【 证 明 ]】 
， Ei™ 1 
内 为 让 2 一 一 收 钱 ， 


用 -所 ~ 为 绝对 收 伊 


4 【证 明 ] 


因为 六 训 (x) 在 点 集 已 上 一 致 收 黎 ， 设 其 和 丽 数 为 As)， 


FE 一 日 


一 258 一 


所 


以 对 任意 给 定 的 *>0， 都 有 一 个 与 x 元 关 的 正 整 数 时 存在 ， 使 得 
当 sn 之 N 时， 对 所 有 点 % 各 三 ， 不 等 式 ， 


至 
| 站 一 | < 一 


慎 成 立 ， 

又 因 为， 

P| < 之 坑 ， 交 在 区 

故 有 

[fF GP) Sw) ge) = leds)! (2) -人 (| < 2 =e 
让 

(zp(z) 在 虚 集 瑟 上 一致 收 畜 ， 

5， [证明 】 

当 x 取 不 为 小 的 实数 时 ， 我 们 有 ， 

| 了 <1， 所 以 3 “政策 Db 

当 “=0 时 ， 级 数 显然 收敛 于 等 。 因此 六 -0 沿 实 轴 绝 
对 收 繁 ， 


~ wr 


一 -一 十- 一 一 一 一 一 一 -十 
Ct 十 wl (1 十 wt 


人 RL) = 


1 1 
二 十 … 一 一 一 ~  。 nn 
(1 + 下 1 十 安 ? . (+ ' | 
ee 
{1+ yl 1 E 


— 209 一 


-i 。 
+ " (区 为 实数 ) 


| 


Re( | = [057| ,对 任何 nm 都 甬 使 


» | 1 
im | 一- 一 一 一 一 演 
三 一 | 《二 十 ~*) "i 1 


所 以 对 0<e<T， 及 任何 大 的 只 要 # 死 分 趋 近 于 0 时 ， 就 有 
~ \ x yt 一 

Rol)| 一 放 训 3 折 实 灿 不 致 收 牧 ， 

6. 工 正二 j 

当 #=1 时 ， 首 项 7 一 在 5= 二 i 无 意义 。 因 此 应 在 |x| <1 


内 考 央 级 数 的 收 伍 性 对 于 任意 给 定 的 e 汪 0。 及 任意 的 自然 数 了 
(不 妨 设 为 偶数 》， 二 $a(%); 


| _ (DD. 
| 39 一 0 | | -和 
rr | + “TT 
2 十 四 二 页 | 《十 让 十 二 《全 十 关 十 台 ) 
De 
《入 十 站 十 声 一 二 ) (全 十 关 十 声 》， 
Ti +1 1% 过 1})， 则 
1 ] 
网 re rs 一 一 一 一 一 一 -一 
re 一 Sn 2) ri tt (#+p- 2) (rtp—1) 
ll. ] 


+ 
六 《人 rh- 2 


故 存 在 N， 对 任意 绽 宝 的 3 


0， 人 和 使 得当 疝 - 时 时， 有， 
Sop EY — dns) 
忆 站 过 1 内 一 致 成 并， 

当 了 海 疝 数 有 时， 内 王 联 


N=max{ N(5),， [2] 


当 #>N, 时 ， 也 有 (在 法 -人 1 内 ) 


二 本， 


1 i 
光一 Cz) | < 二 + ”人 ep ot ap IT 


于 =e 因此 》 “二 -在 is 一 1 内 一 致 收敛 。 


下 天 | 
由 于 | 二 | 才 |% 半 +3<T+ 出 
CD 1 
| 5 十 着 | ” 油 十 1 


而 加 一 寺 一 发 和 i 生 在 jx! “4 内 不 绝对 收 全 


自 志 和 


7， 【证 明 ] 
设 G' 是 6 内 任 一 闭 于 区 域 ， 在 G 内 作 闭 Jordan 钼 线 C， 使 
G'Cint(c) 有 CN G!=0。 于 是 ， 有 
d={|z— zx: EC Gl Er}>0 
由 于 fs) 在 局 内 解析 ， 故 


| 


又 由 于 仿 六 (zs)》 在 G 内 一 致 收敛 。 即 对 任意 给 定 的 e>0， 存 


由 二 | 


在 正 整数 和， 当 # 站 N 人 时， 对 一 切 自然 数 了 恒 有 ， 


一 £81 一 


| fo 1 C%) 二 + fo (ss) ! ~ -2me。 有 下 人 


(其 中 也 为 曲线 4 之 长 度 ) 


因此 
| -| ee Be :| pia 
Fi 
了 
<- 污 | -3 de 


即 ， 证 得 级 数 | fC%); 在 上 一 致 收 但 ， 因 可 为 6 内 任意 册子 区 


外 二 + 


域 ， 所 以 2 ，f',(w) 在世 内 为 内 闭 的 一 致 收 语 . 


8. 证明】 
在 区 域 人 : Rez 放 1] 内 ， 任 取 和 4， 作 一 拨 圆 域 再 = {s: '%~ 
zi Rer>1， 并 设 d=4d(B, Rez=1) 
因为 | a | = 了 es] = 二 #7 (Logn 产 实 对 数 ) ， 人 得当 
x 访 ] 十 # 上 时， 有 
La 


令 帮 s=# 931， 则 于 收 化， 


故 由 强 级 数 判 别 法 可 知 ，》 7: 在 外 由 一致 收 敏 。 各 项 在 下 内 可 导 ， 


重 汪 | 


从 而 a- 在 内 解析 ， 当 然 在 点 解析 ， 由 于 % 为 区 域 扫 内 任意 一 


点 ， 改 》 nm-* 在 也 内 解析 。 


8， 【证 法 1] 
先 求 出 x ”的 和 函数 ， 


因为 | 中 这 1， 加 <1， 上 帮 有 : 


即 轨 x” 在 | >+ 内 的 和 函数 fx ) = 一 ， 显然 1(x) 只 在 %=1 


n= 


时 不 解 新 ， 故 sr。 在 4 dj >1 内 解析 。 


时 一 


[证 法 2 】 由 $4.2 定理 6 何 知 ， 要 证 了 x ”在 4 内 解析 ， 须 


证 ，@ f(z) = -二 -在 A 内 解析 ， 加 有 s” 在 所 内 为 内 闭 的 一 致 收 


| 下 一 


效 ， 
从 ， 训 除 *= 0 外 ,处处 角 术 ， 放 在 4: 9 >? 名所， 在 人 


致 收敛 ， 即 


Fr 


四 三 | Ft 


一 26d 一 


六 


>” 在 4 内 为 内 闭 的 一 致 收 侣 ， si 一 -一 在 4 内 解 怕 ， 


日 之 上 


[证 法 5】 对 多 -二 - 作 变量 答 换 


> 2 -2 er, 只 须 证 5 在 | 可 <1 内 解析 ， 因 为 


了 习 一 ] 


路 除 =1 外 ， 处 处 


解 怕 ， 故 在 此 | 过 1 内 解析 ， my -3 -在 [zs| >1 内 解析 ， 


1， 正明] 

因为 -入 < 对 所 有 的 xE 4 成 立 ， Hi 故 
让 强 级 数 庆 唱法 得 知 加 - 乞 -在 如 内 一 致 收 伍 ， MD 一 一 在 4 
内 为 内 闭 的 一 本 玉 - 在 4 内 佣 
析 . 

11.， 【证 明 】 


设 为 A 内 任 一 闭 国 域 ， 令 5 为 互 到 边界 Imx = +1 的 距离 ， 
对 于 B 内 任意 一 点 %=x+ 访 ， 我们 有 


| eT "91Nns | = 
| | oF ! * Demy 


Zw 二 上 
ns EY 


St Mp" 


一 


tw 


而 》 ， -有 训 ， &2 ， se-* gin gx 在 下 内 :一 臻 收 仇 ， 其 而 i pe "Sinnsg 


加 之 | 
Lr 


在 刀 内 为 峙 财 有 的 一 到 收 久 又 困 0 记 (%) = "sin wx 在 才 内 解析 ， 芒 


5S fsingxg :在 性 朵 解 信 ， 


二 1 


12. 解法 11 


(解法 2 了 因为 [2 xz- 人 ore 


而 se 在 C: | = 土 上 连续 ， 到 贺 域 B= x: 加 <<r， 本 < 


对 于 一 切 x*EBB， 我 们 有 
{gl Er |s| "r= MM, 


n> 六 收敛 ， sk xs。 在 瑟 明 一 致 收敛 ， 并 在 C 上 一 致 收 伍 ， 所 以 


级 数 在 4 工友 以 逐 项 积分 J 了 性 


习 是 (4.<) 


一 265 一 


1)》 因为 Cs = -二 - 


『 


所 以 R= |lim 加 下 


= |inm + 2 | 
:EE 《 殿 l. 1Y™ 81 
= |lim Li 
(1 + 一 |】 | 
性 


2) 因为 C= COsin -了 (en 二 人们 


和 由 CC。 | 
所 以 R= [lim | | 
-in + 2 
[iim | 2 8 十 号 | 


要) 这 于 Cs =# 十 4 
上 fj: (二 1! 
所以 六- Lim CC | 


入 


lim (x+ 1) tt. | 

= |lim 大 二 A | 
DY [a] 委 1 时 ， jm = 有， im 一- =0 
故 R=1, 
加 当 la| 六] 时 ， 

R= |lim | | en 1+ a ) 

看 一 “ch rr 一 


一 300 一 


a 
= | lim 一 | 
ee | | 
a 
上 
一 a 了 ”~ = 


故 1， 当 加 所 1 时 ， 
R= | 
里 当 al 守 1 时 。 


证 十 】 


m Cor 
Le | CC 


4 ) 因为 R= | 


是 | (4+ a) (b+) 3 
lim | (n+ 1){e+n) 


2. 工 征明 ] 


2 (1 + ve) Cn" = 2 Cam” + 这 wo Ca". 


而 ， 2 Csx* 的 收敛 半径 为 及 ， 


也 级 数 宁 swCaz” 的 收敛 半径 汶 : 
R = [lim Cat 


c= 用 
| -| C, | 


2 
eC 


一 着 ”一 


R 


[zol" 


里 一 
到 一 


履 级 站 (1+ zx 六 Cu 的 收 敏 半 称 为 r= min 【 R, -二 -)， 


ed 


3 [证 明 ] 

设 f(x) 在 《ilz- cl = 有 上 处 处 解 折 ， 在 这 种 情况 下 ，C 上 
的 点 都 是 某 圆 0 的 忠心， 而 在 圆 6 内 f(x) 解析 ， 由 放 限 覆 盖 定 
更 ， 我 们 可 以 在 这 些 辐 0 中 选取 有 展 个 将 C 覆 靖 住 。 这 有 有限 个 圆 构 
成 一 个 区 域 G。 用 P 才 示 从 C 到 G6 的 边界 的 距离 ， 于 是 jz) 在 


jz 一 sd 一 及 +P 内 解析 ， 这 与 1(%) = Ce(z- s0)” 的 收 伍 半径 为 


EE 租 亨 大， 寺 Js) 在 C: -2 = 及 上 至 少 有 一 个 非 解析 点 ， 
4，【[ 解 7 


1) f(x) = 在 5， 平 商 上 上 除 名 =0 及 se=2kni (= 土 1， 


1 1 


8 一 = 十 名 十 一 一 一 训 ? 十 一 一 一 % 十 二 一 二 
2! 31 


二 加 和 吓 1 一 .一 .1 十 
2! 
代入 
fis) :一 1 
] 1 ， 
T+ -+ 
21 1 


此 函 数 在 z= 处 解 上 ， 我 们 进一步 用 待定 系数 法 术 出 .As)》 在 
xs20 计 短 组 数 展 天 式 ， 
和 于 感 证 让 1 < 办， 说 了 Vote cs ‘To 
刚 有 : 
— 8 


1 
Co te 十 Co 十， = 一 
IT 十 一 总 十 于 中 中 攻 
a1 31 
， 1 1 ， 
二 LT 区 xz 下 


比较 网 端 时 系数， 可 有 
.fa 一 1 


| 
1 
| CoB 0 


1 i 
TD 
一 了 1 
Bl!, cy, 2 i 了， Fa 二 
sg 1 1 ] 
ri 1 可 + To 
D2 
a "SiNniw -= 2 
) 因为 sin:z 之 (- Cony 一 一 一 学 ”1 


本 四 ' 1 -有 宁 
COS* 省 二 一 SI 区 二 十 =)™ ot 
这 nT 


| 1 1 1 "2 

3) 到 | io8(7) -|-log(1- | 
_1 : 
-也 108 ~» | ， 


| 
HI log {+w) = > ( 1 


Cm 


we) : 
log {1 ~ %) = 了 ?= -> i 
M 一 和 单一 上 
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所 以 有 
到 |logGl ~ & 1 | = 了 |log (1- | 
YEH) 
已 二 
1 1 wwN: 
-30 17) 


Ww 1 1 了 本 
这 TT 
< 
上 时 
二 ) El- 二 Ft» =£ FE 
出 二 
(<D 
日 一 少 后 一身 
故 ois = Ett 二 
J 于 以 有 
| 和 
Te el tet et st 
】 
+ …), [gs] < 
此 | a 
5) 取 |z| < | 一 |， jy| 1 
， 1. 1 ,ly 二 v1 — 1) "4 
人 


1 
1 ) 遇 数 -以 三 一 为 唯一 有 限 奇 点 ， 


改 ，R = 4d(1, -2) = 3， 即 - 在 "B= x: |z 一 1| 之 3} 内 可 以 展开 ， 


1 1 
区 十 二 多 一 1 十 3 3 (+1 ) 3 1+ 2 
所 以 ， 3 = (DT 
证 二 用 三 让 


(jz—1|<3) 


所 、 
2) -65 主 JJ7 的 有 限 奇 点 为 “= ~1，R=40, -1)=2。 妈 


Tr 在 B={*: jz- 直 < 分 内 可 展开 成 基 级 数 ， 


到 


2 一 二 十 — 1 
但 因 ， [rz 一 1 一 革 1 


TD afl Try 


1 
全 A | (xs) = {+ 1Y: 
-2-1 _ xz-1 _ x*-1 - 《名 一 1)" 
而 f(x) s 十 并 ry DT 
各 二 让 
_ mn (SC—1}"+! 
_ 1 1 
(= 一 -| 一 工 _ 
4 (2 + 1): FE 
2 
= 工 | 1- {es—1y + (zo— 1): ” 
7 元 ) -DD 十 | 


Bb i = (%) t,x) = ++» 《一 1)*- 3 (% — 1)", 
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3) COS = COstz—1+1) 
=eosl:cos{ts— 1) — sinl'sin{(s—1) 


(sz— 1)" 


= 如 DS] * 之 《一 站) Pri 


_ +: A 
jin1D (- Dr i 


= 7 -a (51 。 (ls-1| <o0) 


有 =- 
dy sin(o% 一 多 人 一 人 (2 2 一 十 了) 
= sinril — {% - 1)*) 


= sinl:cos(t=s—1): 一 COS1 .SITY 一 二 


cd 【34)1 
四 (so 1) "nD 
eos (~ D"- tm 
#7 
sin{1 十 
= D1)" tC Ar) ls- lo0) 
rt 二 lh 
6、 [证明 ] 
中 于 了) 在 BB 内 和 解析， 内 以 ft%) 可 雇 展 并 成 究 级 数 ， 设 为 ， 
Fe) = 0g + ete 《 2 <1) 


但 0) =8， 即 z= 人 丰 
FEY = 0% vt + + 和， 


5) 


A p(s = 4 加 | {se) 二 | 十 十 


《 lz| <1) 
Pp) = ps) 在 BB 内 解析 ， 
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于 是 应 用 景 天 模 诛 理 可 知 ， 对 于 满足 jz| < 天 1 的 任意 一 点 % 有 
[gtsn)! Smax lps)| = max 了 | <-. 
jx: 一 r 1z1 三 = 


YL 上 时， | s [| 
由于 s 的 任意 性 ， 所 以 在 中: jzi 过 1 内 有 


(2)| 和 村， 
习 是 (4.3) 
1. 【和 解 】 
19 因为 wi:G -1) 在 x=0 的 和 茹 级 数 为 ， 


1 1 
a 二 TT rr 1} 


= (1 十 了 wz + tt a ) 
21 31 


we 


= SS), 
共 中 gp(0) 夺 0，w(%》 存 和 “=0 的 邻 域内 解析， 于 x% = 0 为 %*(s" 一 1) 
人身 轩 阶 稚 点， 
2 ) 因为 x'sinz 在 x=0 的 展开 式 为 
tt 


+sins = #0 (— Dt TTT 
时 王 自 


= p(s), 
其 中 wg(0) 寺 0, 有 是 p(x) 在 =0 邻 域 解 析 ， 故 5=0 为 xsinz 的 一 阶 
零点。 
3 ) 因为 Tecos 在 5=0 的 展开 式 为 ; 
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te 


1- cos%=1- 7 (- 1)" 


经 然 0 受 由 定 头 可 敌 ， z=9 汶 1-cosx 的 二 阶 零 点 ， 


2。 【 解 】 
因为 xs 为 A(z》 的 为 阶 零点 ， 
1 8) = Am — Gt 
其 中 qm 于 0， 
交加 为 8Lz) 的 5 阶 零点 ， 
BY = 
其 中 ze。 
如 果 天 一 2 则 
2) + gu) = Ce So) 
+ {pF am) (~ Km + 
为 fs) + gC) 的 % 阶 考点 。 
如 果 #: z， 同 性 可 得 x 为 1(%) + gg (%) 的 如 阶 零 点 。 
如 果 到 = 旭光 or+ 加 二 峙 ，% 为 了 (x%) + gE(2) 的 区 阶 堆 点 1 
当 es+ =0 时 ， 零 点 的 阶 数 大 于 罗 ， 
ff) gE) = Aanba ~ Tt 《mi 证 二 Cast (~— Le)™ "tt 


茂名 为 A(E) ,zt%) 的 和 二 # 阶 淮 点 ， 


2) -Cs re 和 二 


f(x) d+ mai Ko) + + 


时 此 可 砚 
如 果 关 坪 8， 则 加 为 gC2) VTCzs) 的 ~m 阶 零 点 。 
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如 果 加 之 #5， 网 % 为 gCz) /f(z) 的 三- 有 阶级 点， 
如 果 w=#， 则 加 为 8(%)/ft%》 的 可 去 奇 点 ， 
3。 【证 明 ] 


应 用 皮 证 法 ， 设 /(%) 在 G 上 没有 零点 。 因 f(%) 在 G 内 解析 ， 


在 6G 上 连续 ， 且 不 恒 为 常数 。 依 最 大 模 与 最 小 柑 原 慑 ，| f(x)| 的 最 
大 值 与 最 小 值 只 能 在 边界 上 达到 ， 查 [As 在 £ 上 次 第 数 #， 即 
max | f(s)| =min |f(%)| =a 
fz) 在 G 上 任意 一 点 xz， 有 
minl f(s)| < 1 As)| Emax |f(z)}. 
于 是 1 .As =a，%EG， 由 名 "1 一 5 例 3 可 知 ，f(%) 恒 为 常数 
(CEG), 这 与 了 (x) 在 G 上 不 恒 为 -~ 个 常数 的 假设 相 矛 盾 。 从 而 


六 zs) 在 G 上 至少 要 有 一 个 零点 。 但 这 个 堆 点 不 可 能 在 c 上 , 如 时 在 < 
上 ， 则 因 [f(x)| 在 c 上 是 常数 ， 从 而 就 会 推出 在 6 上 产 国 运 0， 


这 与 假设 /(z) 在 G. 上 不 恒 为 常数 相 学 盾 。 因而 (sx) 的 零点 只 
能 在 G 内 。 

4 下 正 明 ] 

显然 ， f(z) =4 的 根 ， 就 是 f(z) -a 在 G 内 的 零点 . 

设 < 为 任意 一 条 闭 曲 线 ，cCG CG 为 有 界 单 连通 区 域 |， 并 令 
Gr=1nt(e) C0, 

假设 f(x) -sa 在 int(c) 有 无 穷 多 个 零点 ， 必 存在 点 列 {%,}， 
1=1;2;…， 使 f(x) 一 a=0, 由 于 G* 为 闭 集 ， 故 点 列 {%。》 的 极限 


点 EG*， 由 于 G* 迄 6， 所 以 %,EG， 由 淮 一 性 定 球 可 知 ， /{%) - 
4 三 0，% 人 上 G， 邯 f(z) 三 4 (常数 ) ， 这 与 所 设 条 件 六 xs) 不 为 常数 
相 了 矛盾， 廊 以 f(x) -a 在 int(c)， 最 多 内 能 有 有 限 个 零点 。 基 
f(z) =4 在 int(c) 专 多 只 能 有 有 限 个 极 .， 


— 7 


5，【 解 ] 
1) 不 和 存在， 


如 果 在 B: ‘xi <<1 内 存在 解析 函数 A(x), 在 点 xs= 二 取 值 ，0， 


1， .网 为 无穷 穷 点 列 {xe} = 二 包 食 无穷 点 列 { 5 -fs 
=- 
凯 。 

但 因为 (二 ) =0， 记 以 由 唯一 性 定理 可 知 ,在 了 内 f(z) 三 
vy. 


同型 ， 因 为 (局 ) 1， 所 以 f(sl 


这 样 一 米 ， 辐 一 个 淫 数 (*)}， 相 了 内， 了 典 恒 浆 零 ， 同 时 又 己 为 1， 
这 是 不 可 能 的 ， 放 不 存在 

2 ) 水 存在 ， 道 型 同 上 . 

3 ) 存在 ， 

作 函 数 (xz) = 一 -显然 在 Fa) = 在 了 lz| <t 内 解析， 


| 
且 在 点 ss= 一 取 题 设 之 入， 


6。 [和解 】 
答 ， 不 矛盾 ， 
虽然 sin 二 二 :在 光 穷 点 集 1- 一 


12 上 取信 为 9， 


et 


x| 1 内 ， 而 上 唯 一 性 定理 娄 求 点 集 的 凝聚 点 必须 属于 喇 数 的 解 本 


一 A 一 


城内 ， 玫 能 由 无 穷 点 集 上 的 信 确 定 函数 在 整个 解析 域 的 值 ， 因 此 
| 不 屋 为 零 与 解析 函数 的 瞧 一 性 定理 不 开拓 ， 


1 名 


7. 【和解 】 
全 没 呈 十 xs) 前 雪 阶 零点 ， 于 是 在 z 的 茶 邻 域 BCs,,0 内， 
fE) = tt et0) 
取 癌 ， 0 和 站 <9)， 于 是 在 区 域 N'(%,,6') 内 
5》 = em 各 人 天 十 《由 各 一 种 有 


一 致 收 仇 ， 逐 项 积分 可 得 


Ee 


| (下 =| re 一 2 Ernst wa)™ 十 "dt 
有 


sil 


= [eC ~ sdE+ em CE ~ 2 "d+ 机 

和 玫 站 
_ tsp m+t+1 C+ mt 
= pr 多) 十 i {YO oS) 十 


e i 三 十 里 
邻 Pt{%) = 人 
™ 好 十 1 9 1 十 器 


故 % 是 Fx》 芍 太 + 1 阶 零 太 ， 


kk 


四 设 p(s) = | 7 4， 作 函 数 


F(x) = Pp(%) 一 (fa, 出 


F (x) = (oa = feOae 


- | fe dt, 


出 吕 若 乌 为 FE) 的 三 +1 扒 零 成 ， 
一 277 一 


故 pC) -Feod 以 zx 为 证 + 工 阶 零 点 ， 即 在 汪 处 ，9(z) 联 


信 | Ac 和 以 + 1 次 。 


3 了 


8. 证明] 
优 唯 一 性 定理 ， 在 工 上 fx = 广 (*)， 面 工 每 一 点 都 是 工 的 
极限 点 ， 而 且 工 去 G， 六 (2 ， 太 (zz) 者 在 丰 内 解 术 ， 册 人 瞧 一 性 定理 
人 f,(%) = f(s), 
习 题 (4*4) 
1. { 解 】 
因为 f(x) 下 z= 解析 ， 所 以 F(z) 在 z = 0 的 展开 式 就 


是 f(z) 在 xi < 之 2 内 的 血 级 数 ， 弛 


1 __1 1 _._1 这) _ 
2 Fi IA) 2 一 
司 一 自 到 一 蜂 


在 x=o2 的 邻 域 的 展开 式 ， 即 在 中 守 2 内 的 展 


1 


及 《2) - 元 二 了 


开 式 为 


2。 【和 解 
山 在 0 直到 的 展开 式 为 ， 


芯 十 二 Ee 1 
二 
Js) 区 人) 


人 


时 
| 
L 

ts 
二 

二 

- 


国 在 1<c4z<oo 内 的 展开 式 为 
_1. 1 + 1. 


~ 
35。 【和 解 】 
加 画 数 二 万 在 “=0 的 邻 域 的 展开 式 , 即 在 加 < 全 
内 展开 ， 得 
1 -_ 1 (L -1 
( 一 人 (一 的 
-一 (了 i i 
sa-B\s 1 4 了 -各 
由 于 
1 Att p+] 
-3 5 
(一 一 一 在 x 二 4 的 分 域 的 展开 式 ， 即 在 : 0<< |x% 一 ad 
Ge 


工 拓 一 4 内 展开 ， 得 ， 
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-1 ( - 一 

sm— 人 
-Lt 1 
a— slx—a wut+ (ag— 8))| 


1 J -| 
在 = 的 邻 域 的 展开 式 ， 妈 在， 0< | 位 - 引 


<| 攻 -可 内 展开 ， 得 


-1 (-…-- 1 ) 
(sw— a) {eb a—~b\v~-a wb 


吕 二 和 
4+。 【 解 】 
£7 1  ， 1 
一 二: ” 一 一 一 一 
区 (2 % 完 ” 中 
-1 各 ” 
= 站 (~ Dx 
地 一 性 外 三 中 
= 工 |1+s+( 工 -1 )s: + (s+ 十 
- 和 
. 人 1 | ] 
(3 有 1 {2k— 2)1 


一 “80 一 


二 一 + f《 一 卫 ) 二 2 中， | 


5。 【 解 】 


log 一 一 二 在 %= co 储 域 的 展开 式 ， 即 在 ， 


全 “一 
| > MA 《 [a! 9 5| } 的 展开 式 ， 有 
log 人 =log(x-4) -log(—6) 


- logx(1 - 二) - logxf 1 ~- | 


者 


EF 
my 


(这 里 利用 了 log (t+ 2 = (了 ”一 


有 一 上 


6. 【 解 】 


VOD fal -a 
名 六 


[s! 一 


Se 
二 十 和 (二 + EA 


2 3 31 
人 
+ 1 9 1 < 村 | 
171 (1 1 (1-1) 
_ 到 ， 互 \ 王 ~ /1 
ot 2! 


了 7。 【证 明 】 


本 1 For A 部 一 
中 因为 一 一 ~- =-_‘% +4) ， 其 中 At) 二 ays 


区 (和 十 下 ~» 


在 


. -1 
z= 0 的 值 4(0) 关 0, 且 在 5s= 0 命 域 内 解析 ， 故 5= 0 为 ear) 的 


一 和 阶 极点 ， 
| 一 ] 
号 加盟 区 = 士 28 呈 和 为 的 二 阶 极点。 
8. 【证 明 】 


因为 limxe* 不 存在 ， 战 2 -0 为 se 的 本 性 奇 点 ， 


9. 【i 正明 
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中 因为 一 一 T 企 = 的 展开 式 为 ; 


各 本 名表 m1 
Cl 1 1 + 
D1 31 2| 31 


了 的 可 去 竺 太 ， [I ss0 示 ， 府 


总 然 当 3 时，s=0 为 一 


- 1 
et 
2 1 F 1 ly 二 "| 

21 vl! ? 


上 起 站 #0 时 z=0 为 |#| +1 阶 极点 ， 
人 天光 区 一? {= 土 1, 寺 2》 为 -1 的 零点 ， 臣 为 


一 的 奇 成 ， 又 困 为 : 令 2% 一 2Exi ~ ， 则 s* 一 1 在 2kni 的 展 


并 式 便 是 的 一 了 在 =0 的 展开 式 ， 而 


ec 一 和 -= 一 本 一干 和 十 工 1 is 十 -一 
21 3] 
二 加 + To wt 
2! 31 


(1 
蔚然 w=0 为 A 即 =2kri 为 开工 的 一 
阶 零点 ， 南 “= 2kni 


10、【 证 明 】 
因为 limsin| 二 -| 不 存在 ， 县 当 有 -eco 时， z= 0， 
si 一 
用 wx = -站 -为 sin| 一 -地 | 的 本 性 奇 点 ， 且 <= 0 为 本 性 奇 点 的 要 
sin 一 


一 2 一 


限 操 ， 
11. [证 明 】 


使 -下 在 |z| 法 1 内 展开 ， 得 
11 11 
: -六 = 1 一 由 4 汪汪 一 二 二 + 
显然 ， 其 中 不 洛 x 的 企 圭 项 ， 故 = = oo 为 和 习 的 可 去 奇 点 


1z。 【证 明 ] 
把 cosz 一 sinx 在 x 平面 上 上 展开， 得， 


SS — SIN% = (1 一 i 十 和 一 ) 一 (x 一 于 十 计 - … 
显然 展开 式 中 含有 无 穷 密 项 涯 寺 x 竟 正 寡 项 ， 圾 = 00 汶 COsx% 一 Sinz 
的 本 性 奇 点 。 

地. 【证 明了 


作 一 闭 贺 域 B,, 除 == oo 外 ,使 (x) 的 一 切 有 限 奇 点 都 
福 B， 此 时 f(x) 在 只 只 能 有 有 有 限 个 奇 点 ， 否 则 ， 若 有 庆 穷 密 个 痛 
上， 则 必 有 一 凝 队 上 戊 ， 这 奇 点 最 然 是 非 孤 并 赐 ， 这 与 题记 机 了 半 于， 


故 f(x) 在 B 内 只 有 有 限 个 奇 点 ， 在 扩充 平面 y 上 也 就 只 有 有 限 个 
奇 点 ， 

反之 ， 设 坷 成 不 是 孤立 将 点 ，。 (至 少 一 个 不 是 扳 并 的 ) ， 则 过 
有 一 个 吐 聚 点 ， 而 这 个 龊 聚 点 竟 邻 域 将 右 无 穷 兆 个 奇 点 ， 与 题 设 的 
有 有 限 才 个 奇 点 相 矛 盾 ， 故 青 点 为 孤立 的 。 

14. 天 证 明了 

首先 证 明 z 为 f(x) 的 奇 点 ， 我 们 用 反 证 法 ， 设 4 不 是 /xz)》 的 
硝 点 ， 而 4 又 为 f(z) 零点 的 极限 点 ， 则 3 为 {xs》 的 非 丽 立 零 点 ， 
必 看 在 一 个 加 域 sa p< 之 RR， 和 使 六 x)} 三 0， 由 唯一 性 定 息 和 项 ， 在 
一 4| 及 内 ，J (x) 三 0 与 题 设 承 盾 ， 故 4 为 (x) 的 孤立 琳 点 ， 

其 次 证 a 为 f(x) 的 本 性 奇 点 ， 

因为 .六 xz) 在 0 就 -a| 之 R 内 和 解析， 且 以 a 为 孤立 奇 点 ， 苹 


一 2 一 


fxy 在 9 二 区 -sl <i 尺 内 可 展开 成 级 数 ， 


v 上 一 
三 -十 — 十 十 -一 -= .二 rc 十 了 世 一 多 六 十 


+ Fa 名 一 名 二 
显 热 ， 人 中 上 式 不 可 能 无 负 窗 项 ， 耕 则 x*=a 为 可 去 坷 所 或 解析 局 ， 
肝 了 (x) 三 常数 ， 这 与 是 设 耶 盾 。 全 上 式 不 可 能 有 有 限 个 负 矢 项 ， 
否则 z=a 为 f(x) 的 极点 ，limj (x) = co， 即 对 任意 一 个 衣 汪 0， 
当 9 | 汪 放 这 与 4 为 1(x) 零点 的 极限 
右 志 盾 、 吉 x=4 为 求 性 麻 忆 。 
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第 五 章 ” 留 数理 论 及 其 应 用 


从 前 一 章 的 学 习 中 ， 我 们 已 经 着 到 了 积分 理论 在 建立 级 数理 论 
所 起 的 作用 。 显 然 ， 要 想 用 级 数理 论 解决 实际 问题 ， 自 然 要 将 已 知 
浮 数 展开 成 警 级 数 或 Laurent 级 数 ， 怎 样 展 开 ， 应 随 函 数 及 所 给 定 
的 区 域 而 定 。 在 函数 展开 的 过 程 中 ，Cauchy 积分 公式 起 了 关键 作 

这 一 章 ， 我 们 仍然 腹 Canchy 积 分 昔 论 来 建立 留 数 概念 ， 用 函 
数 在 其 孤立 奇 点 的 邻 域 的 展开 式 的 系数 来 计算 留 数 等 等 ;进而 论述 
它 在 计算 实 变 函数 定 积分 上 上 的 应 用 ， 即 国道 积分 的 计算 。 在 理论 方 
面 ， 我 们 还 将 论证 对 数 留 数 、 Rouche 定 理 ; 辐 角 原理 等 。 这 对 于 
阅 明 函数 的 零点 分 布 起 着 重要 的 作用 . 

诚然 ， 禄 数理 论 的 应 用 ， 远 不 止 这 些 ， 但 限于 有 时 间作 为 基础 ， 
我 们 到 此 为 止 ， 至 于 它 在 流体 力学 、 电 工 技术 及 其 他 领域 上 的 应 
用 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参看 其 他 相应 的 参考 书 . 


835:1 留 数 概念 


1。 关 于 有 限 远 点 的 留 数 及 其 计算 
GD 慷 数 概念 、 设 xm (有 限 皮 ) 为 函数 有 (<) 的 爸 立 奇 点 ， 败 
周 C = {%: |- 上 解析 ， 则 
称 


1 


Bn f(r) dg 
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当 函 数 1 (5) 在 点 <x。 的 留 数 (Residue), 记 为 Res(f，z0) 或 及 es 
Cs 
只 要 所 取 的 C 满足 定义 的 条 件 ， Restf，z0) 不 会 因 忆 的 变化 
俩 如 ， 人 以 定义 有 有 
1 
Reser D1! ) 


1 | 1 
Di (so 1} 2) 


ls— || 二 FR 


其 中 因 x=1 直 孤立 奇 点 ， 对 于 P 的 信 我 们 可 以 取石 ， 地 ， 子 ， “只 


赣 p<1 都 行 。 但 不 能 取 p>1。 今 取 P= 历 ， 则 


1 
Res( 一 站 区 和 一旦 " 1 ) 


-| 
on | oes dx 


一 dr 
旧 上 可 


如 依 Cauchy 积分 公式 得 Res(A， 1D = -1 这 里 fo) = 
= 1/ (x -1) (x -2), 读 者 不 妨 取 p= 子 ， 验 证 留 数 与 C 无 关 。 

@。 留 数 的 计算 “显然 贸 数 的 定义 可 以 作为 计算 留 数 的 方法 。 
但 为 了 底 用 ， 仅 限于 用 定义 计算 留 数 是 不 够 的 ， 还 需要 去 导 求 一 些 
更 简便 有 力 的 方法 。 人 们 在 实践 中 根据 不 同 的 情况 总 结 出 以 下 的 广 


法 ， 
方法 1 ”把 函 数 f(x) 在 点 zx。 的 某 一 去 心 邻 域 B= {x: 0< | 
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xf < py》 内 展 成 Laurent 级 数 


f= Calr~ ss)" (1) 


目 十 一 和 


于 是 
1 
Restf, 党 1 二 到 | Flr) ds 


= 1 EE Cs Cs 
?7 ] (sw 多 一 所 


和) C(x ~ ge,)" | dx 


其 中 上 =: jz 一 S| 三 及 }，。 玉 之 pp， 因为 右 端 站 CC 上 一 致 惧 钱 ， 苍 可 
洲 忆 过 项 积分 而 得 
Restf, zw)=C,, 
内 此 得 到 方法 1 为 “ 求 (x) 在 zw 处 的 留 数 就 是 求 《1，〉 式 的 系 娄 
C_,", 
方法 2 设 名 为 了 (%) 的 一 阶 极点 ， 风 (x) 在 基 一 KK = 4%;0< 
“一 si < 人 0 内 的 展开 式 为 ， 


已 _， re 主 
Fs) 一 Ew 十 DC 站 


酚 端 同 乘 以 {zs 一 *) 后 ， 当 x 一 3, 时 琅 模 限 则 得 
C_ = lim(s— zf (ls) 
故 由 方法 1 得 
Resr 六 %) = 
:lim(s — £,) f(z), 


方法 3 设 % 为 (x) = 加 它 - 的 一 阶 极点 (只 要 9(*) 与 8() 


声 在 x， 点 解 昕 ， 上 用 ¥ 让 闫 0， C20) 三 00， 天 0 出 
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Res{f, %0) = Pe. 


F(a) 
事实 上 ， 册 廊 法 2 有 
Cs 一 一 区 吵 要 《 芝 ep) 
Restj, «,) = im. 了 
= [} {wy 
a ES) ~ EOE 
各 一 
P(E 
A Cw 
方法 4 设 各 为 (2) 的 太 芥 极 点 ， 则 
— 1 " drm! r mm 
Res(f, wo) my lim Tr 冰晶 (让 


事实 上 ， 由 2% 为 A(%) 的 加 阶 极点 可 知 它 在 某 一 环 域 (x 之 
多 一 和 内， (ws) 前 展开 式 为 
Cm 


es 一 %, J CO— 


f(x%) = 


+ "Yc 和 站 一 多。 


两 端 同 来 以 《<- 2” 并 求 (mw 一 1) 阶 导数 ， 于 是 当 zs 一 x%， 时 到 极 
限 ， 经 整理 得 


Res(f, zx) = (3 


《类 一 1 xs 一 Im sm 


从 土 述 这 些 方法 中 ， 可 以 办 到 ， 方 法 1 是 对 任意 类 型 前 孤立 奇 
扩 痢 可 使 用 的 。 方法 2 一 方法 生 仅 适用 于 极点 的 情形 ， 在 计算 留 煞 
时 ， 究 竟 用 哪 种 方法 较 好 ， 需 要 袖 所 给 出 的 函数 及 其 孤立 奇 点 前 
和 害 。 对 某 些 弧 立 奇 点 来 说 ， 当 然 方法 I 并非 是 最 仁 的 ， 
下 耐 采 看 儿 个 例子 ， 
一 站 9 一 


[ 例 1] 求 1(%) -2 在 xs=0 的 贸 数 。 


《所 一 并) 
【解法 1 了 上 岂 贸 数 衬 六 有 
f 1 
人 54 0) ari | 直 | ) 
[| = 到 
qt 
Qi rs=1 多 
全 一 总 本 
包 一 了 ) ~ 


【解法 2] 亏本 %~0 为 A(s) 的 所 开 达 点 ， f(x) 在 人 :0< zi 
< 堆 内 的 展 间 起 汐 ; 


be 2 1 /a  - 
1 (2) = ~ 匀 Ti 


-过 - sy 


ResTr 0 =C_.,=2, 
【解法 31 因为 x=0 汶 Az} 的 一 阶 极点 ， 记 以 


Restf, 0) - (E72) 2 


Cx Cz—1))! 
【解法 4]】 因 = 0 为 了 (3) 的 -一 阶 极点 ， 扩 以 
Restf, 0)=lim%-/(%) lim =», 
下 一 话 | w— 1 


[ 例 2] 试 证 f(z) = 一 一 在 %= a 的 留 数 为 


(So— a 
【证 明 ] 因 <= 2 为 f(x) 的 二 阶 极点 ， 所 以 
Res(f, 4) = lim (zs a) f(z) =, 
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【 例 31 问 符号 Res( sin 一 一 ,0) 有 意义 否 ? 为 什么 ? 


1 
S11 ~、- 
澡 
[ 答 ] 无 意义 因为 ， xs= 0 不 是 sin 一 二 -的 狐 立 奇 点 。 事 实 
呈 L 及 -一 
下 


上 ,使 sin 二 =0 的 点 有 


区 一 六 » 为 叉 数 ， 


这 无 穷 儿 个 点 均 为 所 给 函数 的 奇 点 ， 而 


jim xx = 个 
是 一 吧 
故 x =0 不 是 一 个 莪 立 表 点。 


42， 关 十 无 穷 远 点 的 留 数 及 其 计算 


设 “= oo 为 画 数 J (x) 的 狐 立 奇 点 ， 几 局 C = {x: |z' Pp》 (zx) 
在 环 域 下 = {x: rs oo 内 解析 ， 其 中 rp。 则 称 
1 
a7 | f(s) 
全 
为 函数 产 x) 在 点 “= ce 的 留 数 ， 记 为 Res(f, oo) 或 Res(oo)， 
由 定义 天 得 
Res(f, 00) =—L. | 


A . 
- 


1 | 人 人 
= 一 一 一 (~ FF 
凶 到 


f(s) dx = -| fs) ds 


十 ds 


由 于 被 积分 的 级 数 闻 %EC 机 一 政 收 敏 ， 故 可 逐 项 积分 认得 
Recs( oo ) 一 一 CC- 


一 891— 


[ 例 11 求 f(x) = 二 了 一 在 “= oo 的 留 数 . 


【 解 了 取 贺 所 C: | =1， 出 


这 里 在 计算 积分 时 ， 用 列 了 Cauchy 阜 于 ， 


[ 例 2 ] 试 证 ， 设 /(%) = rT 出 


Res{f, 09) z=: 一 
[证明] 将 f(s) 在 w= sc 的 邻 域 Bee， 站 内 展开 成 aurent 
级 数 ， 于 生存 上 :2 过 js| <9 办， 


7 人) -Do re Ty (1+ + 3) 


1 (1 
人 


1=1 喜 Recsgf co)= 一 C= 一 


从 而 
定理 1 (和 留 数 基 本 定理 ) 玻 区 域 G 是 由 逐 段 光滑 曲线 所 
Up “外 为 解析 ， 


越 ， 如 采 天 数 F2 在 丘 内 除 有 有 限 个 苛 点 % 2 
在 闭 区 域 G 上 除 iy op py Tw 外 这 疆 ， WD 


{fe = 2ni Resth, 多 站 
pe 为 中 心 ， 隐 通 


【证 明 】 我 们 分 别 以 额定 衣 咸 Yl，%,， 
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Cauchy 定理 所 需要 的 条 忻 。 于 是 
| room- 3 | fc) as 


ce 
:=1 CJ 


| f{xy drs: oniRest 也门 


心 


| fe dz = 2ri YResly, ;1), {证 毕 ) 
一 | 


从 定理 的 结论 容易 看 到 ， 对 于 一 个 “在 大 范围 内 ”的 量 如 访 
一 条 有 有限 的 逐 跨 光 消 的 闭路 的 积分 ) 的 计算 问题 ， 可 以 归结 为 对 一 
此 “在 小 范围 内 ”的 基 (如 诸 留 狼 Res({f，x/1) 的 计算 问题 ， 

作为 复 变 函数 理论 主要 娃 果 之 一 的 贸 数 基本 定理， 是 本 章 的 中 
心 议题 ， 同 时 它 允 是 留 数理 论 之 所 以 能 够 应 用 于 实际 的 根据 ， 因 此 
它 是 十 分 重要 的 ， 


定理 2 ” 设 沙 数 f(x) 在 扩充 平面 9 上 除去 有 限 个 奇 点 “xs 
i co 外 是 解析 的 ， 出 了 (zz) 在 ly 轴 和 请 点 的 留 
数 之 和 为 零 ， 即 


DRestf. x + Res(tf, 0) =0. 


41=! 
【证 明 1】 作 适 当 的 图 疝 [5 [| = 全 Sl Wp “区 全 部 位 于 
圆 域 B: |z| Pp 内 ， 则 由 留 数 基 本 定理 有 


| fC de = oni PRes th, 2 ) 


e = 1 


所 以 


| fez) dz =0. 


- 


DRes(f, «3) - i 
j=1 人 


-203 ~ 


1 
一 去 | f(s) ds mr | ADzz=Res(P oo) 
一 


民 


DRestf, 2)) + Res(f, co) =0, (证 毕 ) 


了 二 | 


上 上述 等 式 说 明 ， 计 算 》Res(CA，>) 的 问题 ， 可 以 转化 为 计算 - Res 


(fo00) 的 问题 ， 反 之 ， 计 算 Res( f，o0) 的 问题 义 可 以 转化 为 计算 
-DJRes( 六 的 问题 。 


[ 例 1] 设 
f(x) = 


一 四 BT 一 


和 并 走 忌 ) 六 方程 xf 一 了 = 0 的 根 ， 7 = 1 2 Ts 试问 


Res(f, 5) + SRes(f, «1 =? 


了 三 | 


【 解 了 了 由 定理 ? 


Res{f, 5) + DResth, Zi) = “Res{f, 0). 
为 计算 Res(j，50), 将 在 名 = 的 名 域内 展开 成 Laurent 级 
数 


小- 工 - 1 
1 (2 -5)( ~ >) 


战 C.;=0, 于 大 Res(}, oo = 一世 -二 四则 


Res{f, 5) + YRes(f, z= — Restf, 0)}=0, 
【 例 2 1 求 西数 f(x) = 汪汪 在 x=oo 处 的 留 数 ， 
【 解 了 了 因为 j (x》 在 扩充 平面 ,上 共有 两 个 者 点 是 xs = 工本 = 
co， 所 以 由 定理 2 有 
Res{f, oo0)= -Res(f, 1) 


全 


— L ! l 
二 
1(%) 区 一 2 【和 一 二) 


在 环 K: 0<< 必 一 并 < 和 ec 内盘 立 。 于 着 ， Res Cf, 1» =1, 夏 Res 
(Cf, 9) = 一 工 
如 果 不 用 定理 2 ， 而 是 将 j (x) 在 =oo 的 分 域内 有 展开， 将 得 
出 同样 的 结果 ， 
习题 G5.1) 
1 . 试 总 结 计 算 留 数 的 方法 ， 
2 ， 计 算 下 列 耳 数 在 指定 点 的 留 数 ， 


4 名 _ 
全 zc 


i .,. 
2) 人 企 %=0， 圭 1， 


馆 | 
中 i 三 和 = 十 1， ee 
1 
1) -二 -在 := sm，# 为 正 整数 


5 ) 
6 ) 
7 ) 
8 ) 
3 


4 


。. 试 求 曾 数 sin 


| 
上 一 上 在 名 一 十， oo 
COss — Sing FE = oo， 


十 名 一 二 
， -一 遇 ， 上 Co 
rs 


2 
一 在 x=0， 
名 4 全 和 名 


i 在 二 一 1 的 留 数 ， 


癌 


， 设 pz) 在 2 点 解析 ，a 为 f(x) 的 一 阶 极点 且 Rest jf, a) 


= 44， 斌 证， 


和 


6 


Resic fw), 好 = Awmta), 


， 记号 Resttgz，o0) 有 意义 妈 ? 为 什么 ? 
， 你 能 用 儿 种 方法 计算 Res( 一 es 1)? 


vw(s 1) 


,二 面前 说 法 对 玛 ? 为 秆 么 ? 


如 时 到 es( %) =&， 风 Res(t fr，go) = 


， 试 证 ， 


6-Res( 1 0)=1. 


多 二 [信人 


35*2 用 留 数 计算 复 变 函 数 沿 闭路 的 积分 


基于 复 杰 岳 数 治 财 路 的 积分 问题 ， 在 第 三 章 483' 纹 曾经 遇 到 
过 。 当 被 积分 的 溺 数 在 闭路 的 内 部 不 解析 时， 兽 用 Cauchy 积分 
公式 忆 嵩 阶 微 丙 公 让 计算 过 ， 但 当时 所 能 计算 的 那 类 积分 ， 从 孤立 
苛 点 的 类 型 来 着 ， 对 扒 积 因数 米 说 ， 它 在 积分 的 闭路 前 内 部 所 含 的 
现 立 奇 皮 内 能 是 极点 的 情形 。 旺 然 ， 这 有 一定 的 局 限 性 ， 足 管 航 点 
的 迟 形 是 较 多 的 。 以 下 我 们 将 应 用 留 数 基本 定理 来 洁 论 这 样 的 积分 


被 积分 的 申 数 在 积分 闭路 的 内 部 售 有 有 有限 多 个 奇 所 或 者 被 积 
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分 的 函数 在 积分 闭路 内 部 所 售 的 奇 点 不 世 是 极点 ， 而 且 可 以 基 性 何 
-种 孤立 奇 点 ， 从 这 里 也 可 以 大 册 留 数 基 本 定理 对 讨论 草 变 晃 数 消 
闭路 积分 的 作用 ， 

[ 讽 17】 试 计算 积分 | PE 


[= 二 | 


【和 解法 1] 】 由 高 阶 微 商 公式 3.5 一 1 的 (1) 式 ) 便 有 有 


2COSS | 2 Dr 1 
A 二 记 
了 (te {si “ ete' 9 (ec 3 一 
| | 
2 COST = 一 2 i 
e+ 此 二 天 2 
【解法 2 】 由 定理 1 
2COSs _ pi 了 CS 总 ) 
了 ET dx = DmnieRes 人 Ci 
: 过 .1 a i COSY 让 
= er ste! lim| ce ?) (wi | 
rr 2 -和 一 ) = | 
= 7 COs) 7 2 i 
i wt 


其 中 忆 为 i%| =4. 
【 解 】 被 积 沙 数 的 疝 点 来 自 解 方 程 
(x? + 1)* (x + 2)’=0, 
所 得 的 全 部 根 ， 其 中 有 六 个 根 和 = 六 和 = 一 四 = 光 香 gr， 好 = 


/TD 0 wT zs = /Te 痢 世 于 贺 城 B: jz < 之 4 前 内 
融 。 内 定理 1 右 


| 
名 二 2xi > Res (x) 
本 zj 


= ~ OxiRes toe) {1) 


ls 了 
| Cw 十 下 ES 十 中 


一 了 97 一 


为 求 Reslco)， 人 性 


ME 
hr 


DD 1+ [re + 
人 


由 这 个 腻 式 中 香 册 -ssE， 坡 代入 51) 武 得 


，. 
| ese) 


= AiO ,= Di, 


[人 3] 计算 积分 | de a 


,2 -+ 3a%t+1] 
[ 解 】 邻 5224qs+I=0 解 之 ， 得 其 根 为 
A= —#4+w a"—1l1,， B= “a Hl1, 


因 al, 所以 IB! 1, 闻 由 十 | = 放 [&| < 1， 于 是 ， 只 有 
acEintt is =1)， 而 Petxt(r)。， 由 定理 1 得 


ny 
一 ds = ri Resi{m 
3 ~ -yz 二 1 ) 

1 


N53 围 性 积分 


记 调 围 道 积分 就 是 用 留 数 计算 某 些 实 变量 函数 的 积分 ， 

在 这 里 我 们 上 先 引 入 几 个 顶 理 。 

巴 理 1 设 Cix 为 图 周 C= {x: |x| = 请} 上 的 一 段 弧 (图 5:1)， 
晴 数 (3%) 在 Cx (及 充分 大 时 ) 王 连续， 如 果 对 于 Cr 上 的 任意 一 
所 %， 姜 人 

iim zf (zs) = 上 
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由 
tim | f(x) ds = i(B ~ a)h, 


证明】 为 证 上 式 只 天 证 明 对 
平 任意 的 e>0， 当 及 充分 大 了 时， 和 
| Se fz) dz ~i(B -kl<e 


即 可 。 为 此 将 i(8 一 a) 表 成 廊 Cx 
的 积分 为 


i a} = el 


RE 


do 


于 


于 是 
| f(x) ds i oA - | YD kg | 


C CR 


由 lim sf(x)》 = 如， 风 对 于 任意 的 “> 0, 总 存在 R，( 仅 依 吏 子 。 的 
正 数 》 和 使 得 当 RR 时 ， 行 
fn) hl “EC 


Ba 
刘 有 
| | ! %f (8) 不 [一 
和 Geoaz -iB -k= | 一 一 2 | 二 
Che Cn 
加 一 _ 
Beer A 
RB 下 Cr 国 长 度 ) 
于是 定理 得 证 . (证 毕 ) 
仿 此 可 符 


预 理 2 。 设 CC, 为 赔 疗 C: lx- 
=r 上 的 一 段 弧 ( 对 5:2)， f(s) 让 CC 
(r 充分 小 时 ) 主 连 续 。 如 果 对 于 4， 
上 的 任 一 点 zx 各 有 图 ”5+2 
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0 


lim 《一休 本) = 


测 j 
lim| f(x) dz = i a)k 
希 读 者 自己 作出 蕊 理 2 的 证 明 。 这 里 内 席 福 意 到 
:Pak=k | -和 
即 可 ， 


预 理 3 (Jordan 引 理 ) 设 F(x) 在 半圆 周 Cs: z= ROSS 
Xx， 及 充分 大 时 ) 上 连续 ， 且 对 于 Cx 上 的 x 都 有 
lim 下 fx = 站 
尺 一 四 
贡 
lim| Priw)emds=0. {ww 0) 
< 


证明】 为 便于 证 明 ， 我 们 先 证 明 ， 如 果 0<b< 本 ， 则 sin8> 


此 这 一 事实 ， 我 们 令 


_ gs1n8 
《的 


于 是 
G'cos0— sing _ cosd (0 ~ tg0) 


区 的 = Be PE 人 活 ， (0-0< 节 ) 


因此 实 冰 数 8(9) 在 (0, 至 ) 内 是 递减 的 。 所 以 有 


0- (D) -2 


和 8 
sin 2 
"Tr 


— S00 一 


sin# > 


成 证 。 
现在 根据 .三 述 事 实 ， 来 证 明 本 和 镍 理 : 由 于 
lim 上 《zy = 
所 以 对 于 任意 的 >0, 总 存在 R，‘ 依 赖 于 :的 正 数 ) ， 人 便当 民 > 只 ， 
冉 有 
IF Cw)| = IF (ORE)| <e, 


于 是 
| 上 《各 dg | -| |F (Re eve Rere.id0 < 
CE | 
<Re | smingo 
<oRe 上 ared8 
让 
-ae 。 
= 下 古 三 主 
— 2uRg J .. _ 
<oRe | do =2Re( pm ) 
” 明 
一 四 _ 
= 一 (1—* "™) 
ire 
一 学 
故 有 
lim oe dz= 人 0 
其 -5 
成 立 。 (证 毕 ) 


下 面 我 们 应 用 上 上述 巴 理 来 讨论 三 种 类 型 实 弯 草本 数 积 分 的 计 
一 3091 一 


到 
I r dx 恒 及 举例 


其 中 PCY) 与 G(x) 分 划 为 * 的 # 次 和 z 次 多 项 式 ， P(x) 与 
Qf(x) 万 公国 式 : 一 #8 这 2; Q(x) 闫 0, 

为 了 了 方便， 对 以 下 记 讨 论 的 积分 的 在 在 性 均 不 一 一 检验 。 因 为 
这 些 类 型 的 积分 都 是 存在 的 。 〔 这 可 用 数学 分 析 的 知识 来 证 明 ) ， 
我 们 将 着 重 讨论 各 种 类 型 积分 的 方法 ， 并 通过 例题 ， 说 明 求 围 道 积 
分 的 方法 和 和 步骤。 自然， 究竟 用 什么 方法 ， 应 分 用 步 ， 要 依 县 体积 
分 而 定 ， 


[ 例 4】 计算 积分 | 一生 盖 dx， 


十 埋 
【 解 ] 步骤 ， 
A 人 适当 选取 辅助 复 曾 数 ， 并 求 其 有 要 
了 (5 = 


为 求 (x) 的 奇 点 并 漠 清 lz) 的 奇 点 在 复 平面 34， 上 的 分 布 状 
钢 ， 仿 
= 
印 


1 = 人 0 


二 上 = 们 或 十 名 十 1 二 人 0 


得 根 为 
1 v3; 8-_ 1 ,v3; 
= 广 这 i= 方太 全 
-a= 一 一 吉 -B= 名 


一 303 一 


它们 都 是 A(x) 的 有 限 值 奇 点 ，/(x) 的 有 限 值 麻 点 只 有 这 四 个 其 
让 a 和 与 有 位 于 上 半 平 面 ，- 与 一 有 位 于 下 半 平 面 。 
(2 ) 依 奇 点 适当 选取 辅助 积分 路 ， 


在 实 轴 上 到 线段 [及 ，RJ, 在 ~ 

上 举 平 而 中 取 圆 局 C: jx| = 了 

的 上 半圆 局 Cn， 并 组 成 积分 路 
站， UCr (图 5'3) 。 —R 0 R 区 
其 中 的 有 要 这 样 来 选取 使 风 5.3 


fs 的 位 于 上 上 半 平 面 的 硝 限 俯 奇 点 全 部 被 包含 在 积分 闭路 的 内 部 ， 
东 即 使 & 与 有 都 藩 入 所 选取 的 积分 路 的 内 部 。 
(3) 应 用 贸 数 定理 ， 则 


| ye dx + | foo 2rifR(F ay + RCO, BY 
而 有 & 与 上 者 基 Fw) 的 一 阶 极 点 。 由 相应 欧 留 数 计 算 方 法 得 


一 一 人 
Restf,a) lim (一 (za)(s— Bs+a) {e+h) 


于 二 vv 3 
dy af 
ResC f,B) = lim (x A) 3%. 
= |im -一 一 -一 一 一 -一 -一 一 -一 ，  - - -天 -一 
Ss sg i (sa) Bs+a) (s+h) 
_1l~-v 3 
dy 3 


于 是 有 


RR 


| 7 (Cx) x +t | fd = 2ritRes(f, a +Restf, 1) 


一 有 Ca 


一 903 一 


《42) 到 极限 ， 当 六 一 ce 里 对 了 上 式 两 边 取 极 限 。 由 预 理工 可 孝 
lim | fry dz = 0. 


万 得 
| 有 8 站 二 并 
J 名 二 二 3 
由 于 -7 为 偶 光 数 ， 我 们 立即 可 以 得 到 另 一 个 积分 的 久 
果 是 


| 一 二 
IX 本 和 二 3 9 
由 此 不 花 想 到 ， 如 果 问 题 一 开始 就 是 求 | F(x)4x， 那 么 依 但 函 


数 的 性 质 ， 我 们 便 可 将 问题 归 绪 为 求 | /(x)dx， 只 要 Fo 是 偶 函 
数 ， 请 看 下 面 的 例题 ， 


【二 2 ]】 这 计算 积分 | a ， 


【 解 】 国信 1 一 当 情 肖 数 ， 所 
[| 
(Xe) 2 C(x:+t1):" 

{1) 取 畏 副 汕 数 并 求 有 有 限 值 的 森 点 。 令 

1 
1 (人 


册 人 :+ 1)=0 和 得 zx= 让 为 片 2 的 二 阶 极点 ， 其 中 只 有 “= 位 
于 上 半 平 面 ， 
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(2 ) 依 背 点 选取 辅助 积分 路 ， 取 图 半径 为 有 法 1 (图 5.3) 。 
《3) 财贸 数 定 理 ， 则 有 
| fodart | eeydz=sriRes( iY}, 
而 “= ;为 1(%) 的 二 阶 极 点 ， 冉 相应 的 留 数 算法 得 
ae De 


-Tim Ls) _ 
(w+ {oy 


本 一 了 


到 一 "一 
年 


破 
县 
| fe | fe% dw -3 人 -本 = 到 
(4 ) 令 有 一 co， 对 了 上 式 两 边 取 和 极限， 天 
lim| f(s) ds =0 
ee 
故 
| dx _ 丰 
J Cx)? 2 
则 


| dx _ Xx 
jx: +1)? 4° 
“PP 
li, | jemdx 型 及 举例 
其 中 所 > 人 了 tw) 与 8tw) 都 与 1 型 中 的 条 件 相 辣 ，。 


[ 例 31 计算 积分 | -i 全 idx，a>0. 
一 305 一 


[和 解 ] {1) 选取 辅助 钞 数 ， 并 求 有 有 限 值 疝 点 ， 
EA 


(2) = 


TT 


由 2 +=0 得 f(z) 在 上 素平 面具 有 一 个 衣 点 %*= 4 
(2) 依 z=4 好 选取 辅助 积分 路 。 〈 园 53)， 《其中 共 一 人 
《3) 周 留 数 定 理 ， 得 


(foradxt | fl)dr= 2niRest, Af) 
~ 2 


.| 1。 | 天 
= Dr? lim (%— di) -| = -一 
mr 可 


(ws— aiy (s+ afy!] pF 
{4) 含有 人 ->oo， 邓 上 式 琴 端 取 概 限 。 由 预 理 3 知 
lim| few)ds=0 
PR er 


二 CE 
故 得 
pis _ 
| i 
因为 


gx = COSx + fisinx 


记 以 由 本 例题 ， 我 们 立刻 可 以 得 到 下 面 两 个 积分 的 结果 ， 
品 1 A 
| nd Re(| -天 - 


1n i 
| Sin% gj- = im dy) = 人 
2 下 ; 


二 


一 般 来 说 ， 利 用 工 型 积分 的 结果 ， 我 们 可 得 出 下 面 两 种 “混合 
型 ”积分 的 值 


r 下 Ye PENY Bi . 
| OY OMX = Re 」 O00) dx ); 
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| 获 


oa oo aaa 


4 sinmxdx = mm 人 (| 如 ye mr ). 


[ 例 4] 斌 计算 积分 | dx b>0, é>0. 


【和 解 】 因为 
fa singx 1 f x Sinpx 


x+ BZ) (x 


1 fr NX 1 
3 0 FI 


为 计算 -4 
( 1) 选取 辅助 熏 数 并 求 其 有 限 值 畜 点 。 
人 
i 
f(s) : 7 hy: 


由 (%? + 6)? =0 得 f(x) 在 上 半 平 
面具 一 个 疝 点 % = 上 57 
(2 依 姑 选取 积分 路 
《图 三 .了 ) 
其 中 只 人 … 向， 图 5.4 
3 用 留 数 定理 得 


[ye dx + | f(s) ds= 2rni: Restf, bi) 


cp 
_ 9 工 1 : paid | 
Ek lim( (= 02) [ee (2 + BA: sy) 
Oo BD xe 
WY 


™ S07 — 


(4 ) 令 及 ->o0， 对 上 式 两 边 取 檬 限 。 由 预 娃 3 知 
lim| Tryds=0 


cE 


时 


和 有 , 
| a 3 


-一 EC 


(xsinBx 1 1, ,ne-™ 
Im 和 


和 
2 


Iil. Ralcosx, sinXx)dx 型 及 举例 


鞭 中 及 afcosx，sSInx) 二 六 cosx 及 Six 的 -个 有 理 图 数 ， 且 在 [0， 
27] 上 连续 ， 

因为 coszr 与 sinx 都 己 25 为 周 基 ， 所 以 Rafcosx，sinx) 也 以 
2x 为 周期 ， 于 是 


| 用 


(Racosx, Sinix) dx = | Ratcosx, sinw) dx. 


为 了 处 理 夏 型 的 积分 ， 我 们 是 将 站 型 的 积分 转化 为 已 经 处 理 过 
的 那儿 种 类 型 中 的 某 一 种 ， 例 如 

(一) 将 下 型 积分 转化 为 计算 某 一 复 变 防 数 沿 一 闭路 网 积分 ， 

设法 将 Ratcosx，sinx)》 变 为 复 寥 量 z 的 轿 数 ， 为 此 ， 我 们 把 
cosx 与 sin 分别 用 % 表示 出 来 ， 

因为 依 Euler 公式 ; 


His = COSx' SiN, (i= CoOsx — jsinx 


. Ex 一 
iN 二 
ef De 
Bir Ff 站 了 十 
cosw = + -十 上 
2 Dg 
向 i 二 Lu 


%* 十 1 四 一 | 
COSxY ; Bin = 3 
另外 ， 把 4x 变 为 
_ #4 
dx = i 


并 且 当 x 由 0 变 到 2zx 时 ， 可 得 单位 圆周 C{z: |z] =1}, 于 是 


二 

_ +1 %:—1\ d% 
[Ra (COSw, Sifix) dx 一 | Ra( 一 二 二 ， ) 
电 


了 ?所 i 


这 样 ， 就 将 芋 弄 积分 化 成 了 复 变 通 数 沿 闭 路 的 积分 ， 

(二 ) 将 夏 型 积分 转化 为 型 的 积分 ， 

设法 将 Rakcosx，sinx) 化 成 某 一 实 变量 ! 的 有 理 冰 数 ,为 
此 ， 只 须 将 cosx 与 sinx 分 别 表 为 上 的 有 理 通 数 即 可 。 而 这 首先 又 
简要 将 它们 用 合 x 的 公式 表示 出 来 ， 由 于 


x * 
COS tp 
ainx = ?oin™ ‘COs = gin cos” 2 - 2 3 
2 2 2 os 1 + tg 
亚 Sb 


Ey ， 。 攻 
CO 一 Sn 二 一 七 名 
coOsw = COs sin? 芝 2 2. 2 


2 2 oN zs” 
cos +s ~ 1+tg 可 
我 们 令 
tg =1 
则 
cosx = 二 一 inx = — 2 
” 了 + 中 + 
dx = dt, 


并 且 当 * 由 一 * 变 到 x 时 ， fr 由 -coe 变 到 ce， 于 是 


一 309 一 


|Raceosx Sinixw) dx = | Ratcosx, sinx)} dx 


一 避 


_f 1_t:t 2 2 
-| Ra (Tr } 1+f: ) 1+£° di, 
这 样 ， 就 将 下 型 积分 化 成 了 工 型 积分 。 
在 上 述 方 法 (一) 号 (二) 中 ， 我 们 常用 (一 人 法 来 计算 征 型 
积分 ， 当 然 要 依 具 体 问 题 来 使 用 ， 


[ 例 51 试 证 积分 | 二 -5 - 写 . 


【证明 ] 令 和 二 下 nh 
Cos = 多 十 | dO =_ 4% 
We 四 = 时 


当 8 由 0 恋 到 2x 时 ， 可 得 单位 图 周 C: lx! = 1。 于 是 有 
| d0 dx 
16 + 2c0sU : i(w? + 5+ 1) 
由 %*+5%+1=0 可 得 在 |%| <1 肉 具有 被 积 函 数 的 -* 个 一 阶 极 点 为 
= 到 (-5+w3)。 证 
1 


1 | 
Res( 二 :2 5 - 21 
(ze+ 吾 + 2) 
-1 
21 
于 是 有 
1 1 1 a) 
i 上 ogil Res( roti 
__27 
w21 
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| de _ Zr 
15 + 2c0s0 91" 


【 例 8]】 试 证 
半音 dx Dr - 
| 1—2peosx +p: 1-p:" MO 


【证 明 ] 令 “=e*， 则 


d 
cosx= +1 dx = 
人 


bE = 和 


当 x 从 0 变 到 2rx 时 ， 可 得 圆周 C; | 对 =1， 于 是 有 


| -于 = aa 
1~ Ti C— pw:+ (pp: 1)%—p) 


= -了 一任 一 一 
f i 1 - 『 ， 


cp 2- z) (z —#) 


__1 1 
一 27ri ES 9 有 


因为 被 积分 函数 只 有 一 个 一 阶 极点 z= 位 于 圆 域 “人 | <1 内 . 


所 以 
1 

Res{— We He- 并 ,2) 

_ lim(e- p). 1 1 

va p) p(B) pr-—-1, 
故 得 

ga I 四 

| -orp 3 


一 3 一 


习 题 (5*2) 
1， 计 算 下 列 积分 
1) | sin 二 dx， C: vl = (Cr 天 0)， 


1 
“) | ET 


。 
机 | (zx— 1):{%: +1) ds, Cot 2 


2. 证 


1， | 村 4 天 
1) | 人 i 一 =0， 其 中 合生 1 全 


1*|=1 
5，# 为 正 整 数 ， 


bd 
2 3 一 1 


3) | tpgrxdx = -4#i,# 为 泪 束 数 ， 


| s[=" 


4 ) | 于 一 -一 一 = 一 地 
l= ~ S11 7% 
3， 计 算 下 列 积分 ， 


dx 
i) | {xi ey (wi) ! 


dD, b>0, 


1 
2 ) | -二 汪 本 4 


了 
3) | ri “. 


Ed12 一- 


4， 


i 


”+1 yg, 
x* 十 1 


0) | :十 -0 
2 


计算 下 列 积 分 ， 
1) [ee 
"本 十 sinix 


2 ) | 二 ear “>1, 


了 了 


1 
i a1, 
>) | 2 0 
炸 


昌 不 


1 
机 | 


5 ) | tg(9+i2)49，5 为 实数 且 不 为 零 ， 


二 


6 ) Jetg C0 + 5)d0, 5 为 复数 且 Imi 坟 0， 


3) | wr SINnx dx, 


?十 生 必 十 艰 科 


COSx 
4) | Cxi +t 1) (tx! +9) 4x 
5) | dx, 42>0, 5>0. 
外 
6， 试 证 ， 
外 
| sorecos Cn ~ sinx) dx = 2 


7， 设 为 逐 段 光滑 闭 曲 线 ，int(C) = 6 国 数 (x) 在 6 内 除 
极点 4,，#;，…，#as《 均 关门 外 解析 ， 在 6G =GUC 上 除 这 些 点 外 
连续 ， 则 


> 
| 2 -Jo -Pere 


其 中 当天 六, 尾 儿 和 上 及 A (1 2， "ys x), GCs) 为 f(z) 在 
点 和 的 Laurent 谨 开 式 的 主要 部 分 ， 试 证 之 ， 


$5.4 辐 角 原理 、Rouchs 定 理 及 其 应 用 


1。 对 数 留 数 


定理 ] 设 C 为 一 条 逐 自 光滑 闭 曲线 ，41，&42， :4 mint(C) 
为 函数 Af(%) 的 零点 ， 它 们 的 阶 分 别 为 &1，&，"…，&mt 且 当 zzEC 
时 ， /2) 0; 2 b,, 四 5CinttL) 为 画 数 5) 的 极点 ， 它们 
的 阶 分 别 为 外， 户 ，…，B Js) 在 ztinttC》UC} 上 除 加 到， 
"yp 外 为 解 术 困 数 ， 则 ， 
| Fe 4 yp (1) 


二 | 


【证 明 】 要 证 (1) 式 实际 上 是 计 扯 左边 的 积分 ,为 此 需要 
弄 清 该 积分 的 类 型 ， 然 后 才 好 用 相应 的 方法 去 计算 。 从 积分 路 看 ， 


一 上 1 村 一 


左边 的 积分 是 沿 闭 路 C 进 行 的 。 从 被 积 函 数 看 ， 它 在 集 C U int(C) 
上 解析 还 是 非 解 析 ? 从 被 积 函 数 的 形状 与 f(x》 的 条 件 可 以 看 出 ， 


使 -所 不 解析 的 点 至 多 只 能 是 点 yy Hy o's 2x 村 2 六 


/. 事实 上 ， ai 了 = 1， 2 四 mm ) 与 已 Cf 一 1, 2 “ns 名 ) 者 是 he 


的 一 院 极 点 。 这 是 因为 a; 沪 f(xw) 的 a; 阶 替 点 。 所 以 在 B= 4%: 
儿 一 4 过 是} 内 有 
= 
其 中 g(z) 在 4 解析 ， 且 9(2) 夫 0。 于 是 
一 人 二 


f(sy) i 0 (2) 
1{%) (z -41) p(x) 


yp' (%) 人 
显然 ， G2) 在 a; 处 解析 ，24 为 Fx) 的 一 阶 极点 ， 


及 因为 刀 为 1(%) 的 Bi 阶 极点 ， 所 以 在 KR= {zx: 0 之 J] 一 上 
<z# 内 有 


Ce) = 8) 


【名 一 bp,) A 


其 中 gs) 在 广 点 解析 且 5 天 909。 于 荐 有 


(2) = 82) 
了 Cs) (Br (sm py 


可 £ (2) bp C93) 
f(s) A {多 一 bp) 


可 见 -后 3》 在 如 点 解析 ， 并 且 名 为 了 寞 的 一 阶 极点 ， 


至 此 ， 我 们 得 到 了 ， 被 积 函 Te 在 CUint(C) 上 除 m+x 个 


一 阶 极点 Gy 疡 1 6,， * 6 外 是 解析 的 ， 于 是 由 35:1 
的 定 埋 1， 可 有 


一 号 


f(x) 1 f(x) 
2 Fe 红包 二 Res( ; 


:> Res[( 信人 ， 5 


-y aj ~ 2 (证 毕 ) 


+: 二] 


¢1) 式 左 喘 的 积分 通常 称 为 孙 雪 了 (%) 关 于 闭路 的 对 数 贸 
ff '(%) d 
数 。 闪 为 ~Y6 是 1(*》 的 对 数 导 函数 (108 二 (*))， 


如 时 我 们 把 一 个 a; 阶 零 点 算 作 zj 个 零点 ， 把 一 个 记 阶 极点 
算 作 记 个 极点 ， 则 “1》 式 右 端的 差 就 是 /x) 在 int(C) 的 零点 
个 数 与 极点 个 数 之 关 ， 

因此 ， 计 算 复 变 函 数 沿 闭路 的 积分 妈 多 了 一 种 方法 ， 即 依 ( 1) 


式 先 将 被 积 函 数 化 成 上 cs 的 形状 后 ， 且 满足 定理 1 的 全 部 条 件 ， 


并 求 出 jz) 在 inttC) 内 的 零点 与 极点 ， 当 它们 全 被 找到 后 ， 再 作 
《1) 式 右 端的 盖 。 

特别 地 ， 如 当 〈I) 式 左 端 被 积 国 数 中 的 j(%x) 在 CiUinttC) 
皆 无 奇 点 时 ， 则 计算 左 端 形状 的 积分 ， 只 须 将 jz) 在 int(C) 内 的 
零点 个 数 算 出 即 可 ， 

例如 ， 方 程 s" ~1= 0 在 圆 局 C = {z: xl = 引 的 内 部 有 10 个 根 ， 
邑 冰 数 %" -1 在 1nt(C) 太 10 个 零点 。 且 后 于 在 闭 图 域 8 = {%: 
| 中 过 4} 上 和 解析。 于 是 以 (1) 式 有 有 


| d= on 10= 20rf, 


2， 辐 和 角 原 理 
定理 2 《 辐 角 席 理 ) 


= $16 — 


在 定理 1 的 条 件 下 ， 有 


Da -D> B= ds arg f(z%). 


其 中 dcarg f(z) 表 示 zx 沿 C 的 正 向 线 行 一 周 后 f(z) 的 辐 角 的 改变 


时 . 
[证 表 ]】 出 定理 1 有 
"1 fz), 1 
Di DB = or? Ws 4 gd 


41=] =} 


1 | 1 , | 
= = ogl f(z) 
a LOB AC) | = orp OB fe)! tiargf 0 


Es 流 C 的 正 同 从 so 出 发 ， 绕 行 一 闭 后 再 问 到 | 寺 ， log 
Az) |i 的 值 从 log | fs)| 开始 连续 记 化 最 后 情 为 log | f(z) ; 而 
arg 了 (%) 却 不 一 定 回 到 开始 的 从 arg f(x,)， 这 要 依 fj (x) 所 在 的 曲 


线 C' 绕 原 点 的 半数 而 定 〈 图 5.5) ， 


BB 
如 果 C' 不 绕 原 点 时， 则 点 zz 在 C 上 从 %， 出 发 绕 行 一 周 再 间 到 
“0 持 ，2rg tz) 与 开始 的 值 arg. 太 so 相同， 如 果 《“" 绕 原点 上 次 ， 
则 点 x 在 “ 上 绕 原 点 一 周 再 间 到 x， 寺 ，arg 了 (%) 应 为 arg 了 (%6) 
+ 2 (大 汶 整 数 ) ， 这 是 因为 当 沿 《 绕 行 一 周 时 ， 对 应 地 ，C! 绕 
原点 时 ， 可 以 首 时针 方 向 也 可 依 顺 时 针 方 同 (& 为 正 或 为 负 ) 。 于 
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是 ， 由 前 式 得 
Da -DB sr og Lf + iarg fl 2 
JJ 二 1】 了 一 | 


Clogl 六 各 | — log | As +i({arg/ (0) + 2kr) 


nf ~ 


i 


— arEe 上 各) 
1 


Nrf 


i 
i 


“i((arg (0) + 2E8n) — arg f (%0)) 


一 
一 


二 Aarg 六 区) ， {证 毕 ) 


由 于 符号 deatg 太 (zs) 的 引入 ， 可 以 奸 到 力 角 原理 实际 上 是 定 
理工 的 一 种 几何 解释 。 

和 用 辐 角 原理 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 判定 解析 函数 的 零点 分 布 状 
况 芍 非常 有 用 的 定理 一 一 Rouché ( 侨 欢 ) 定理 。 而 判定 解析 五 数 的 
零点 分 布 状况 的 问题 无 论 在 理论 上 ， 还 是 在 实际 应 用 上 ， 者 较为 有 
价值 


3。Rouche 定理 及 其 应 用 


这 个 定理 丸 称 为 替 点 个 类比 较 定理 ， 
定理 5 设 C 为 逐 眉 光滑 六 曲线 。 通 数 1(%) 与 9{%) 当 2%E《C 
Uint(CY} 时 为 解析 函数 ， 且 满足 
‘px)| < | 2 ，xEC。 
册 函 数 (zy + gt%) 与 f(%) 在 inttC) 的 零点 个 数 相 同 (x* 阶 零点 算 
作 # 个 零点 ) 。 
[证明 ] 只 须 证 明 


i 一 
pe AcargL f(t%) ts) = 


1 
27 


AcarB f (x) 


即 证 
dafE[ f(x) + PLE) = dearg f (%), 


一 9313 


但 是 
deargf fC) + Pp(%) = dearg [f(z) (1 + PC) ) 


= Arargf (%) + dcarg(1+ Pl%) -ss 


Fr) 
所 以 只 须 证 明 
PE) NY.. 0 
doarg(1+ Ff) )=0 
冯 可 。 为 此 ， 令 
_ PE) 一 
玫 = 二 + fz) 9 tf 
于 是 
| pit) 
I 1| = yew) 图 6:6 
当 “EC 时 有 
| 至 -1 1. 


这 说 明 当 * 沿 上 2 绕 行 一 周 时 ， 相 应 的 遂 数 值 下 相应 地 在 回 域 B: | 他 
-1 过] 内 的 一 条 闭 辣 线 C' 上 变化 (图 5'6) 。 显 然 ，C' 不 食 原 
反 ， 了 矿 


于 是 ， 
1 1 
AargL f(z) tp{%)] = a eargf(%). 


即 函 数 了 (%) + 与 (2%) 当 sint(C) 时 的 零点 个 数 权 同 ， 
(证 毕 ) 
[ 例 1 了 癌 2(%) =%' 一 5% 一 2z++ 二 本 B={z: |s| 之 1} 内 有 几 
个 零点 ? 
【 解 】 令 As) = 一 555， pf%) = 一 2%+ 1 显然 f(%) 与 Pp(%) 均 
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在 呈 =《z: | S 守 1y》 上 解析 ， 且 在 C= tz: |s| =1} 上 有 
| 的 | =5, | 名 (| < |z)] + |—2%) +1=4 
即 
[| > pts)|, xEC 
所 以 由 Rouche 和 定理 知 gCx) 在 B: [x| 过 1 内 的 零点 个 数 与 Az) 的 相 
同 ， 而 fs) = 一 5%' 在 8 内 的 零点 个 数 为 5 ， 故 ECs) 在 B83 内 也 有 
五 个 等 点 。 
【 例 2 ] 试 证 ,任何 一 个 # 次 多 项 式 
Plg) = Cr + OR C0 #1) 
在 J。 平面 于 必 有 # 个 竺 点 ， 
【证 明 ] 应 用 Rouché 定理 ， 作 图 周 “: |x| = 及 。 然 后 检验 
了 (2%) = Co%” 与 ps) C++TC 当 ECUintC) 时 是 否 满 
足 定 理 拟 需 系 件 ? 
显然 ， .2z) 与 ?202 在 蕊 : [2 <R 上 解析 ， 
其 次 ， 在 了 上 :| 对 = 及 主 有 
[f(z)| 一 [Cy EK" 
ees) = [Cs 
CR Tt IC RT?+ n+ [Cs 


为 使 
| Fg) | > |p (2)| 
具 须 取 
及 人 max | 


即 可 。 因 为 ， 此 时 有 
Pe)| OC + CYR | R*= | fC)! 
由 及 Duche 定理 可 判 
f(x) + ps) = 了 ES) 与 Fe) = Co%", 
在 B: [zs] <. 内 的 等 虞 个 数 相 同 ， 而 Cs 在 3 过 及 内 有 # 个 
零 所 ， 套 Ps) 在 Jz 平面 上 必 有 * 个 等 点 。 
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可 题 45"3) 


1. 记号 Res( 方 4 表示 什么 ? 它 与 A(%) 在 4 点 的 去 心 邻 城 
的 展开 式 中 的 系数 有 何 联系 ? 
2、 试 总 结 范 数 在 其 极点 的 留 数 的 求法 。 为 了 计算 函 数 在 极 反 
的 留 数 ， 需 要 确定 极点 的 阶 ， 你 有 了 娜 些 方 法 可 以 判定 极点 的 阶 ? 
3， 设 函数 以 有 限 远 点 为 可 去 奇 点 ， 其 留 数 必 为 零 ， 为 什么 ? 
设 函 数 雇 无 穷 远 点 为 可 去 奇 点 ， 其 禄 数 是 否 一 定 为 零 ? 为 
什么 ? 


4， 你 能 计算 出 函数 /(%) = -一 


S10 太 
5. 如 果 在 扩充 平面 了 上 只 有 f(x) 的 两 个 奇 点， 一 为 有 限 远 
点 4， 另 一 为 co。 试问 Res{f，0) 与 Restf，4) 有 何 联 系 ? 试 说 
明 这 种 联系 的 实质 ， 且 指出 Res(f，oo0) 与 Res(f，4) 的 异同 . 
6， 到 和 下 前 为 止 ， 你 能 用 鄂 所 种 方法 计算 出 复 变 函数 沿 闭 路 的 
积分 ? 


在 = ce 的 留 数 蚂 ? 为 什么 ? 


7 . 在 计算 |Ra Ccosx， sinw)dx 型 积分 时 ， 可 作 韦 换 := 或 


!= tg 必然 后 再 作 计算 ， 关 于 这 两 个 坎 换 ， 你 是 怎样 想到 的 呢 ? 
38， 在 计算 


f P(x) | P (x) jm 
i edx 与 1 | a dx, (m0) 


两 种 类 型 的 积分 时 ， 基 本 想法 是 什么 Y 我 们 是 通过 鄂 多 个 步 又 来 实 
现 这 一 想法 的 ? 在 选取 辅助 函数 与 辅助 积分 路 时 需要 注意 什么 癌 
题 ? 有 无 规律 可 循 ? 

9， 你 能 否 从 Rouche 定理 的 证 明 中 ， 找 出 在 忆 上 要 求 f(%) 
关 0 与 (x) +9(2) 关 0 的 理由 ? 在 定理 的 条 件 里 有 了 哪 一 条 可 以 保证 
fz) 与 f(z) +y(%) 在 C 上 均 光 私 点 ? 
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10， 计 算 下 列 函 数 在 其 记 有 极点 处 的 留 数 


2 ) 2 十 内 世 十 于” 


i 
区 一 号 “ 


EL， 计 算 下 列 函 数 在 其 有 限 奇 点 的 留 数 
1) - 


3 


上 


(1— gy * 


下 至 
2 ) po gyi 


史 一 作风 
3) {w+ 1 十 4 ° 


12。 计算 积分 
f 1 
1) | Farr 


0 IS% jx 
2) | - wDx+10 ”， 


一 Dr 


1 
3 | 一 655 


CoOS38 
4) | 0 一 OS 


1 jy 
) | | ci (i+ or+ 2) 


13， 设 《的 在 | 过 1 上 解析 ， 且 ls(2)1 过 1， 试问 方程 
EC) = 入 
在 之 1 内 有 几 个 根 ? 
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14。 试问 方程 
一 二 1 人 = 人 必 
在 | < 之 1 内 与 在 1 之 js] < 之 2 内 党 有 几 个 根 ? 


15. 如 果 jd > 和 5-=， 试 间 方 各 


8 一 du" ( 8#: 正 整数 ) 
在 |z <R 内 有 刀 个 根 ? 
16， 试 证 方程 
Er (8>1) 
在 |z| <t 内 只 有 一 个 根 。 
17 .试问 方程 
ge 二 CB > 1) 
在 | 人 < 内 有 几 个 根 ? 
18， 设 gx) 在 逐 幢 光 衫 闭 得 线 忆 的 内 部 除 有 一 个 一 阶 极点 钙 
解析 ， 并 在 上 解析 ， H. ls (ey =1。 试 证 : 
gx) = 《jl >1) 
在 上 的 内 部 只 有 一 个 概 。 
19， 利 用 Rouche 定理 确定 下 列 方程 在 B= {%: |2j 之 1) 内 的 
根 的 个 数 
1) sw + — $2=0, 
2 22 一 区 十 3 二 
3 g++ dds + eC—1= 人 00, 
和 】 Et 十 证 名 十 1 三 必 ， 
20， 方 程 
% -5% 二 1 二 从 


在 | 中 一 1 与 圆 球 域 :< lz <2 内 各 有 几 个 根 ? 
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学 习 指导 


一 、 内 容 与 要 求 


在 这 一 章 ， 我 们 首先 建立 了 留 数 概念 ， 进 而 推 得 复 变 次 数理 论 
的 主要 结果 之 一 的 留 数 基本 定理 。 在 此 基础 上 又 获得 了 Rouché 定 
理 (零点 个 数 比 较 定 理 ) 。 最 后 ， 我 们 讨论 了 留 数理 论 在 三 个 方面 
的 应 用 ， 一 荐 计算 复 变 次 数 沿 闭路 的 积分 | 二 是 计算 某 些 实 变 量 消 
数 的 定 积分 ! 三 是 痢 定 某 些 范 数 的 零点 分 布 ， 

本 章 的 重点 是 留 数 基本 定理 。 为 了 便于 应 用 它 , 项 户 读 者 需 
到 (1) 和 弄 清 贸 数 定义 ， 总 结 并 熟练 掌握 计算 留 数 的 一 般 方法 与 
特殊 方法 “23》 牢记 离 数 基 本 定理 的 条 件 与 结论 ! (3 ) 理解 并 
掌 据 利用 留 数 基本 定理 计算 定 积分 的 想法 、 步 又 及 注意 事项 〈 和 参看 
习题 (5-3) 8 题 的 解答 )， 熟 练 掌握 $855.4 所 论 三 种 类 型 积分 的 计 
算 ， (4 ) 弄 懂 及 ouche 定 理 的 证 明 方 法 ， 牢 记 Rouché 定理 的 条 
件 与 结论 ， 并 应 用 它 确定 某 些 范 数 在 指定 范 赎 内 的 根 的 个 数 ， 


一 、 例 题 
{ 例 1】 试 求 f(x) = sin 二 + 汪 在 x= 与 %=oo 外 的 留 数 。 
[和解 】 因为 f(z) 在 s=0 与 x= 0 的 Laufent 级 数 均 为 


sin 二 + 去 =( 二 -~ 二 
吕 多 各 号 | 党 


所 以 
Rest 的 =LC_ ,=1, Res(f, oo)= -C= -1, 
证 在 用 .计算 留 数 时 ， 对 于 函数 在 x= ce 
处 的 留 数 ， 订 是 “~ -其 中 -前面 的 “- ”号 常常 容易 丢掉 
而 造成 销 误 .和希 读 者 注意 。 
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【 例 2] 设 fx) = -sin2% 试 计算 Res{f， -1) 与 Res 


(s+ 1) ” 
《六 cc) ， 
[ 解 了 因 s= 一 1 为 f(%) 的 三 阶 极点 ， 依 计算 在 极点 处 的 留 数 
胸 方 甘 有 
i. , 129% |]* 
Res(f, 1) = Flim| (z+1) | 


- lim (sin2s) 


= 2 812, 
为 计算 Res(f，o0), 证 来 可 以 用 定义 或 求 “-C.1* 而 得 。 但 因 
海 有 定理 2 (35.1》 ， 所 以 我 们 可 以 应 用 定理 2 得 
Res(f, oo0})= ~- Res(f, -1) 
= 一 2Ssln2。 
容易 看 到 ， 在 此 用 定理 2 来 计算 Res( 上 co) 的 值 较 之 用 定义 或 求 
“~ 来 计算 要 简单 些 。 
[ 例 31】 设 % 为 fx) 的 # 阶 极点 ， 且 设 


加 人 
J 2) {名 一 名)"” 


其 中 (9) 在 点 名 处 解析 且 y(%,) 去 0, 试 求 Res{f, zo). 
[ 解 】 因为 go) 在 点 = 和 解析， 则 存在 p 二 9 使 得 p(x) 在 B: 
| 省 一 %, [0 上 解析 ， 于 十 
Res(fs) = | flw)ds 


lag[=£ 


| Pw) dw 


影 一 盏 上 | 三 六 


| 
一 1 tft 一 11 
ET (20) 。 
身 然 ， 本 题 岂 可 以 用 适合 极点 的 方法 去 算 ， 厅 过 如 :时 用 计算 


C., 的 方法 就 较 麻 烦 些 ， 


【 例 4] 试 证 
[dx Tr 
二 8 vsin , 
名 


其 中 整数 # 守 2， 

[证 明 1 从 所 变 证 明 的 等 式 左边 来 看 ,被 积 函 数 的 形状 与 1 型 
($5:2) 同 ， 伺 积分 是 从 0 一 00, 这 与 型 又 不 同 ， 并 且 被 积 函数 的 
” 奇 、 侦 性 也 无 法 硕 定 。 我 们 现在 按照 用 留 数 基本 定理 计算 定 积分 的 
方法 和 步骤 来 计算 这 个 积分 ， 

首先 ， 依 被 积分 的 函数 选取 辅助 函数 


_ 1 
/9 -TT 


并 求 它 的 一 切 有 限 奇 点 ， 这 些 奇 点 来 自 方程 
1+2o = 
的 根 " 一 1 ， 它 们 是 
e'5, “ys pi 3 


显然 ， 它 们 每 两 个 相 邻 点 的 畏 角 的 差 为 红 ， 且 当 z3z2 时 ， 点 ee 总 


指导 图 5 


位 于 上 半 和 平面。 
其次 ， 选 取 辅 助 积分 路 如 《指导 图 5.1》 。 由 图 可 多 ,在 记 选 


闭路 的 内 部 ， 只 含 Fas) 的 一 个 奇 点 vc 
第 三 ， 应 用 留 数 基本 定理 得 


及 


{feeds + fx) de +| f(s}d% 


eR r 
= 2ni Res( re) (1)y 
这 用 关于 极点 的 留 数 的 求法 得 
1 i pn | 
Res( 二 二 六， 此 ) = 7 C2) 
最 后 ， 仿 上 ~* + oo， 取 极 限 得 
tim | f(z)dx=0 (由 预 理 1) 


由 


在 L 上 ， 令 =pe'， 于 是 


Rk K 
, 。 1 
lm) fdx = li 
a Fx) dx TT dx, 


将 所 得 到 的 诸 极 限 岩 示 式 及 (3) 代入 (1) ， 整 理 得 


i _ 了 工 
dx omnirpn 

-1 各 i 

- #. 《ea 一 
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人 


mm 
mm 


-AT 
+ S11 Oe 
池 


[ 例 51 计算 积分 。 | -Sn dx 


rs 
wl 后 


【 解 了 这 是 一 个 复 变 函数 沼 闭 路 的 积分 问题 。 为 计算 它 ， 雷 要 
弄 请 被 积 图 数 在 BB: ls| 1 上 的 情况 《如 是 否 解析 等 等 。) 

容易 看 到 ， 被 积 函 数 在 B: 1%| <1 上 是 以 “= 0 为 颖 立 将 点 的 . 
事实 上 ， 被 积 隙 数 的 奇 点 就 是 使 1 -=0 的 点 st = 2xi， 上 =0， 
二 1， 之 23，…。 其 中 位 于 |%| =1 内 部 的 仅 有 点 %=0， 因 此 由 定型 
1 ($5:1) 得 


w"Siny 1 :Sln% 
| 证 党 = 站 Res( Te 0) {1 ) 


由 于 奇 点 x=0 的 类 别 尚 不 清楚 ， 故 用 计算 C-, 的 办 法 来 计算 
(1) 式 右 奖 的 留 数 ， 为 此 ， 需 求 被 积 画 数 在 “=10 上 点 的 Laurcnt 级 


数 ， 而 有 
we 
"Sie (e -和 + 全 - ) 
(Je 
(x+, + ) 
2 


~ _ 工 . 4 
Fe 色 3 
(it 
PS) 
5 (2 


其 中 y(z) 在 点 “= 四 授 析 且 Pt0) 关 0。 于 是 “=0 为 - 二 9( 久 的 一 
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阶 极点 ， 
Res( __P( 


0) lin ls (ee) = -0) = - 
代入 (1) 重 得 到 所 求 积分 的 值 为 2ni. 
[ 例 6】 试 证 
ws 四 
A= | Err dz = 2ri, 
【证 明 】 为 求 志 ， 先 弄 清 被 积 男 数 在 下: jz| 和 4 上 的 情况 ， 
被 积 函 数 共有 七 个 奇 点 为 ， 


下 十 宇 下 池 1 
一 " _。 旨 
多 is 二 土 ? Cs = 了 * ， =0, 1, 2 3S Y= oO 


前 六 个 奇 点 均 被 包含 在 C: [x| =4 的 内 部 (这 六 个 奇 点 可 由 被 积 冰 
数 的 分 母 等 于 零 解 出 ) .由 定理 工 得 


章 
和 15 
有 = 2ni: > Res( arri rs sj] 1 


i 三 | 


因 计算 右 端 六 个 奇 点 的 留 数 十 分 麻烦 ， 帮 我 们 可 应 用 定理 2 来 
求 出 留 数 的 和 为 


1s 


2 Res\ 《和 十 DCT 2 四 


四 1 
_ Res (Tarrij ters ™) (2 ) 
为 计算 在 “= 吧 的 留 数 ， 先 求 男 数 在 xs= ee 的 Laurent 级 数 ， 妓 
上 全 A 
Cui 1 ae + 二) (1 + 和 


= 二 (1-2. 二 + (1-3. 生 + 


由 此 可 得 C.,=1。 于 是 由 (1) 与 2) 得 
_ | 
A=2xi| - Res( (w+ 1) w+ 0) ” 3) 
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= 27rf [一 (一 已 1) 
= Tri。 
[ 例 7 了】 设 多 项 式 
PES) = aT 
满足 条 件 
la] > aol tnt Nae + apr tt + as) 
则 了 (%) 在 单位 贺 域 ; |s| 之 1 内 有 (一 上 个 零 刁 ， 试 证 之 ， 
[证明 ]】 为 了 确定 了 P(x) 的 零点 的 个 数 ,我 们 用 Rouché 定理 ， 
为 此 ， 适 当 将 PC%) 分 为 合 于 定理 条 件 和 的 j(%) 与 ¥(%)。 而 这 又 只 
须 选 出 (zx) 即 可 (因为 p(x) = 了 P(x) -f(z2))， 
， 职 (2) = 4 . 
到 
Fa 与 p92) 在 1x| 扩 1 上 人 解析， 在 |z| = 1 上 经 检验 有 
| | > Ip (| 
如 由 Rouchée 定理 知 .六 2 与 /(%) +(%) = 了 P(t%) 在 8B: I%| 之 1 内 的 
零 成 个 数 相间 。 而 7(%) 在 B 内 的 零点 个 数 为 (x 一 四 ， 所 以 PC*) 在 
B 内 有 (# 一 四 个 零点 。 
【 例 8 ]】 试 证 明 方 程 
中 十 = A, A>1 
在 右 半 平面 内 有 了 唯一 的 一 个 实 根 ， 
5 证明] 为 便于 考虑 问题 起 抑 ， 取 由 线段 【~ 及， 及 门 与 右 半 
项 周 |x| = 六 组 成 的 闭 昌 线 上 来 检验 Rouché 定理 的 条 件 . 
我 们 取 六 x) =1- zx，9(2) = 一。 则 在 线段 [~ Ri， 及 门 上 ， 
由 于 ss=. 加 ， 则 有 
| fa) = 人 > 
pC)| = le =1, 
在 半 辆 周 ， {|%| = 有 只， 有 Rez=xf > 的 二 ， 当 六 充分 大 时 《及 2 机 十 
1)， 有 
| .| 浆 | 双 一 Ad 
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P(e) | = <1， 
总 之 ， 在 (上 满足 条 御 ， 
| Fe 人 > lp tz)! 
又 因 fC%) 与 pz) 在 C 的 内 部 直到 上 上 解析 ， 故 由 Rouché 定理 
知 (2) 二 pC%) 与 f(%) 在 C 的 内 部 有 有 相同 个 数 的 零点 ,而 j(%) 在 
C 的 内 部 只 有 一 个 零 风 ， 攻 了 +90%) 在 5 的 内 部 的 零 展 的 个 要 
为 1。 
又 因 当 x=0 时 * 所 给 方程 左边 等 于 Ts 而 当 %*=x* 
co 时 ， 左 过 湛 限 制 地 增 大 ， 所 以 可 有 这 样 的 %= x, 使 左边 等 于 4， 


故 记 给 方程 在 右 半 平面 内 的 根 为 实数 ， 
三 、 习 题解 答 
习题 (5.) 

.2，[ 解 1 


.1) 因 +7 为 所 给 画 数 的 一 阶 极 点 ， 所 以 


_ {一 了 7 了 7 名 ff 
Res (i) = lim mn (多 一 -i) a 


1 (2 二 7)? 多 "i 
Res{—{/) -lim( ye) = 了 


2) 因 %=0 为 所 给 函数 的 三 阶 根 点 ， 所 以 
1.,, r ， i 
Rest0) = Flim(' i ) “1 


因 “= 二 1 为 所 给 函数 的 一 阶 极点 ， 
1 


1 
Res(1) =| (gg 一 wy)! | i 


Tm 
mm 


二 而 | 
(wi 一 ey -sel 2 
3) 因 x=1 为 所 给 函数 的 一 阶 极点 ， 


Res{—1)= 一 


一 3] 一 


. % 1 
Res(D -mG DoDerd 


因 *= -1 为 所 给 隙 数 的 二 航 极 点 ， 
= 1 FET 
ResC—1) lim| Cs - 1) 


一 


% | 
{gs — 1) (s+1): | 
由 定理 2 (35.:2). 
,Restoo0) = -Rest1) + ResC—1)}=0, 
4 》 因 z= mm 汰 所 给 蜀 数 欧 一 涂 极 点 ， 于 旺 


1 
Restnry = [er | 


-as ) 
尼 刁 号 于 于 = 放下 


= 位 # 为 偶数 ， 
-1，# 为 奇数 ， 
5 ) 因为 x=1 为 所 给 函数 的 本 性 奇 点 ， 所 以 无 特殊 方法 求 禄 
数 ， 只 得 有 定义 或 计算 C-, 的 办 法 来 作 。 今 用 后 者 ， 将 所 给 嫩 数 在 
%=1 处 展 成 Laurent 级 数 


1 1 1 
一 +- 一 -十 一 十， 
vw~f 21(%—1)? #1 {%— 1)" 


Res(1)} =C.,=1, 
由 定理 2 ($5:2) 得 
Restcoy = ~ Res(1)= —1, 
686) 后 cosxs 一 sin% 在 名 = 把 处 的 Laurenit 级 数 为 


。 加 C 人 Loi 风 wt} 
站 心 号 上 一 号 1 二 多 二 ( 1) (二 一 D7) 
所 以 C_I=0, 于 是， Res(leo) = 一 (= 站 
7) 因 x=0 为 所 给 事 数 的 二 阶 极 反 ， 折 以 
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1 2 二 = _ 
Res(0) = 了 lim | x "wi 1y 机 
因 “= 1 为 记 给 阴 数 的 一 阶 极 成 ， 
哆 十 名 一 上 


Res(1) = Lim(z— Ds rez—1y 


= 1 


由 定理 2 (385 :分 可 得 
六 (eeo)y = — CRO) + Re)I= -1, 


8 ) 因为 
天 时 二 至 
en a - “(1 所 + 和 一) 
3! 651 31 951 


所 以 “= 为 所 给 函数 的 一 阶 稻 点， 于 是 ， 


Restn0y =lim(»* :人 ) 
。 8 F 
=lim( 3 ) 
! 5! 
一 
3。【 解 】 
因 8in 在 点 xs= ~ 处 的 Laurent 级 数 为 


。 名 .多 荆 1 一 1 in( 1 ) 
一 一 - 一 一 ”一 -一 -一 二 S101 1 一 一 一 一 
| 守 十 ] 之 十 1 


COS1: $i 1 
名 十 1 


i _ 1 | 
= sinl 9| (+ 1) - 


。 1 
= Slfil: co 
如 十 二 


1 1 | 
~— | -= 一- -一 -一 十 
cosl [去 31 (s+) 
所 以 -4= ~ cosl, 
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Res(—1) = C0. = -e061, 
4，【 解 】 
因 % = 4 为 了 (x) 的 一 阶 极 点 ， fa 在 二 4 外 的 Lawrent 级 数 
沪 
了 (和 )》 = 一 二 22， 


其 中 g(%) 在 “= 2 解析 。. 双 因 Restf， 9) = 4, 所 以 C_1= 4 于 是 
了 2) 9(2) 在 =# 外 的 Laurent 级 数 为 


jo) rp = + g(x) "96, 


其 中 g(2) :gts) 存 %=a 解析 ， 放 z=# 为 1 :Plz) 的 一 “阶级 
点 。 于 是 
及 [了 9)， Dy lim Cs CF) -906 = de， 
5，【 答 】 本 
无 意义 ， 因 为 %=eo 不 是 tgx 的 孤立 奇 点 。 


事实 上 ， 我 们 知道 ， 使 coss= 0 的 点 x4= (2k+D (=0， 
土 1， 土 2，…) 都 为 tgx 的 一 阶 极点 ， 而 


lim ,= oo 


一 上 


所 以 “= ee 为 tgz 的 极点 的 极限 点 ， 玫 gs = oo 不 是 tg% 的 弧 立 奇 
点 ， 因 而 tg% 在 “= ”处 是 无 留 数 可 训 的 ， 记号 及 esftgs，ooc) 无 
意义 ， 
6. 
【解法 1】 由 留 数 定义 
Res(1) = or | 9% 2 
[= 


2r; (Kg% 一 1 
吕 务 一 人 
1 并 
orn! | | 1 dx 


-一 3833 由 一 


= (2 ) 一 号 ， 
多 Fl 


[解法 2】 将 -535 二 2 在 xs= 1 的 去 心 邻 域 0< lx- 1| 一 ! 展 成 
Laurent 级 数 为 


5z-2 _ 5%-1+1)-2 _ 5(x-1)+3 
tw) 1+1)(z-1) (一 CT+1 


1 3 
1-[C- (x- 1) 5+) 
A -1)"(x- Dr Hs+ 3) 


. | 9. 
“一 rm mm — 2 一 中 目 本 
= [1-(%—1)+(%—1) 7( = 


3 


= + 8t8(s 1) +8 .1+ 
名 一 1 


所 以 
Res(1) =C._1=3, 
【 航 法 535] 因 w=1 为 所 给 通 数 的 一 阶 极 点 ， 所 以 


bs 一 2 
Rest(1) = lim C 一 Dy 3。 


【解法 4] 因 x=1 为 所 结 函 数 的 一 般 极 点 ， 且 所 给 前 数 为 一 
分 式 ， 故 由 相应 的 计算 留 数 的 方法 有 


Res(1) {i} =3, 
【解法 5】 由 定理 2 (35* 2 得 
Res(1) = — LRest0) + Restoo)), 
故 只 须 求 出 Res(0) 与 Res (loo) 即 可 ， 
因 z=0 为 所 给 函数 的 一 阶 极点 ， 记 以 


ny _ 1m DBX 一 2 
Res(0) = Him 二 2 


将 所 给 函数 在 “= so 的 邻 域 ，|%| >>1 展 成 Laurent 级 数 有 
pz 一 2 _3%—2., 1 
一 1 
中 《和 一 了 党 z(1 二) 


C_1= 5, 于 是 
Restonm) = - 蕊 -= -5 
所 以 得 
Resfl) = — CRest0) + Restoo}y] = 8, 
7， 【 答 ] 
不 对 。 因 为 可 以 举 出 反例 如 下 ， 
入 
ja = 二 ， w=0 
则 有 


Res(f, «1) = Res(, 0) =1, 


而 


Res(f :, %,) = Res( 1 


0) = 0 天 1 
8。 【证 明 】 因 为 


| 5 
tay Pr 2 衬 
名，81i 党 xx 3 “加 ) 
1 + ) 
= 2 3 + 
= 2 的 (多 ) 


所 以 z=0 为 所 给 函数 的 三 阶 极点 ， 于 是 
6.Res( 一- 0) = Slim| me 
ET 4 2 pS) 
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一 
二 一 昌 (7 《加 ) 


这 里 ， 计 算 ¥'(%) 与 9” (时 用 到 了 级 数 的 逐 项 微分 法 则 ， 


习 ” 葬 (9+4) 


1，【 解 】 
1) 由 留 数 延 义 


sin 过 dx= 2ni"Res( sin 二 ， 0) 
匡 用 由 
一 2 
而 sin 二 在 %=0 处 的 Laurent 级 数 汐 


， 二 1 1 1 
二 二 二 
I 31% 与 区 


所 以 tC-_1=1, 于 是 
| sin dx= 2xi:C .= 2ni, 


2 ) 由 留 数 基 本 定理 


| ds , | id 
2 (Cw: +1) (%*— 4) (S++ (+ 2) (一 2) 


工 一 二 1 一 了 


= 29riLRes{i)} + Res( m2) +Res(2) +Res( 一 37 


Si 


|， 1 
Res(-D lim tr ri Dl -i 


1 


-li -0 |: 
jest li [eo -8 


Cw? + 1) 《2 — 2) (e+) 
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_oy 是 1 |-_1 
Res(—2) lim tr j = 20 


所 以 


| de -0 
[22 十 1 (zz 一切 1* 


|#l 三 
3 ) 首先 型 清 C 是 什么 样 的 曲线 ? 为 此 将 x+ 和 =20x+ 力 变 
成 
(一 二 ?一 1 
即 C 为 以 点 (1，1) 为 圆心 ，v 卫 为 半径 的 圆周 ， 
有 显然 ， 被 积 函 数 的 奇 点 中 只 有 %=1 与 x=i 位 于 C 的 内 部 ， 
由 田 数 基本 定理 有 


de ， , 
| = oni: Res (1) + Res (i)) 


而 
1 _ i 
Kes 1) lim| Ce DD rr) 2 
、 1 _1 
Res( =lim| (z Dt | 4 
所 以 


dx _of_il 1\Y xi 
| 


3，【 证 明 】 
1) 因 被 积 函数 的 奇 点 %=4 与 %*= 均 位 于 js =1 的 内 部， 
所 以 由 留 数 基 本 定理 有 


| ~ oni[Resta) 十 及 es 的 了 


wa) 一 站) 用 


1zl 二 | 


而 4 与 上 均 为 被 积 图 数 的 # 阶 极点 ， 敦 


1 ， 1 dd! 1 
Res Ca) = lim mr {各 一 人 | 
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im ~ DD” Es 1) ，…， Qn | 
"a (#1)1 (xz 一 有 和 


ek Ek (二 一 下 )1 
1 (a DD)! 


71)" 2r- 2 
Cox I a 


ee 
Mr— 


Res (py) = iiin | (w BY 


二 
本 ( 攻 一 和 人 一 的 


CD) r+) (0s) 
ri | (a) 20 


一 ”二 "(28— 2)  (%— 1)1 
#1)1 (pq) (和 一 了 /| 


(— 1 (2#— 2)1 
Cn 1h -a 


sw _ op _ 
| 0 


2 ) 因 被 积 函数 的 奇 点 中 只 有 使 s+-1= 0 的 五 个 根 的 (7 = 
2，3，4，5) 在 js| = 过 的 内 部 《这 是 因为 jw =1< 这 ) ， 由 和 留 数 
基本 定理 有 


四 
区 
We 是 R 1 
| ,G5 《 思 一 1) nt 2 ca (2) ( ) 


为 了 计算 右 庙 的 结果 ，。 按 通常 做 法 应 先 将 满足 滤 -1 = 0 的 x; 算出 ; 
其 次 判别 诸 %; 为 被 积 函数 的 何 类 奇 点 ;再 次 需 算出 诸 Res (zj) 


最 后 算出 DRes (wj) 。 依 此 计算 , 读者 容易 想到 其 工作 量 是 不 小 的 ， 
1=1 


为 了 减少 工作 其 ， 我 们 可 以 这 样 来 处 理 ， 
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由 于 被 积 国 数 在 扩充 平面 了 上 总共 只 有 七 个 奇 点 ，s za， 2 
2 3 由 定理 2 导 5: 多 有 


DiRes (x3) = — CR(3) + Roo)), 


可 下 


因此 使 计算 (1) 式 石油 的 问题 转化 为 计算 Res(3) 本 Res (2o) 
的 问题 了 ， 读 者 可 以 想见 ， 如 果 函 数 的 奇 点 〈 有 限 值 ) 会 在 积分 路 
内 部 的 愈 多 ， 那 么 这 种 转化 就 愈 省 力 。 


而 
。 1 1 
RO Hm (TCR a 
| + ' 一 
艾 四 -人 在 三 00 的 邻 域 5 站 3 的 Laurent 级 数 为 


1 


-2 (3 站 Ge) 
所 以 《-:=0， 于 是 


Restoo! 一 一 蕊 -= 
代入 (1) 式 得 
| 4% 四 
ET ani DRes 
= 2ri[C — R(3) 一 站 (co 


nr 
124° 


= 


3 ) 先 求 出 tgn% = .SR = 的 麻 点 :它们 出 自 使 cosrx =0 的 


DST 


后 纯 
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jx 二 (2 二 1) 二， 二 =0， 土 1， 士 3， 
于 大 


为 tgax 的 奇 点 ， 它 们 均 为 一 阶 极点 ， 
“为 了 便于 识别 它们 之 中 有 哪些 位 于 |s| = * 的 内 部 。 今 将 有 二 
了 改写 成 +# 圭 二，# 为 正 整数 ， 于 是 tgxzs 的 奇 点 可 分 为 四 组 


1 


1 1 1 
(A 组 : 于 “3 3? “Tg? (n+l) ?1 


i 1 1 1 
CB) 组 ， 1+ t+ 
+ 
1 
(C) 组 ， 1 + 地， 2 地， 3+ 方 ， 人 (n+) + 
1 1 1 1 
cD) 组 ， -ls Tg? 4 3 "yp 一 
1 
本 ‘3 


显然 ， 最 后 两 组 的 点 均 在 |%| =# 的 外 部 ， 前 两 组 中 各 有 *# 个 岂 在 
lz =# 的 内 部 。 因此， 共有 2# 个 奇 点 伺 于 | 对 =# 的 内 部 ， 设 这 
2 个 珂 感 图 js 1=1, 2 dS *''y a， 则 


Ei 
tgn%ds = 2ni, > Res(%;) 1) 
| = 一 于 J 一 [ 
由 于 %; 为 tgrx 的 一 阶 极点 ， 而 tgzrxs= -o> 所 以 
Silln% Si 和 区 多 1 
Res ti) - [a | = 一 多 51 多 名 ) 区 " 


邯 tgax 在 每 个 极点 xi 处 的 留 数 均 为 - 二， 于 是 由 《1) 式 得 


一 1 一 


ta 


| tpgnzd% = 2z7 Res C(x) 
EE 了 二 1 


= 2ni 24. (=) 


= #7, 
4 ) 因为 使 了 -sin: ~0 的 点 中 只 有 土 下 位 于 |s| = 2 的 内 部 。 
由 留 数 定理 有 


有 dx = 2ri| Res( 工 ) 十 及 es (- 三 外 


Ila 一 1: 
2 
从 多 = + 均 是 被 积 函 数 的 一 阶 极点 ， 且 贸 积 图 数 还 基 一 分 式 ， 故 


Dy - 


所 以 


| [一 - zx = azi| Res(T)+Res (- 三 ]] 


3。 【 解 
1) 本 题 属 于 工 型 人 532 积分。 
选 畏 助 函数 为 
/0 rr rr 
它 有 四 个 有 限 奇 点 “= 土 4?，# = 土 杂 。 它 们 均 为 一 阶 极点 。 
选 畏 助 积分 路 为 ， 册 实 轴 上 的 〔 -RR，RJ 与 上 兴 轿 周 Ce (以 
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0 为 图 心 ，R 为 半径 ) 组 成 。 为 使 /(%) 位 于 上 半 平 面 的 奇 点 si 与 
bi 都 在 该 积分 路 内 部 ， 取 及 >max(a， 纺 ， 
由 留 煞 基本 定理 得 


下 
| 7eo dx 十 | em dz = ri[(Res(tai) + Res (hi)) 
一 中 由 


令 :了 ->o0， 取 航 限 并 应 用 预 琴 1 ($5.3) 得 


dx > . 
| TO niLRestai} + Res(hiy]) (1) 


加 四 | i 
R = 一 ee ay 
es taf) lim (%— 4) (s+ A) (os — Aa7) (2 + Bi) 


~- 1 
aie (bial) 


i 


Res (bi) = lim (% ~— Bi) aD 


1 


= 一 一 


dip 
代入 (1) 式 得 


| 二 
Cx ta (xt 人 下 (十 坟 ) 


2》 易 刊 本题 属于 型 ， 
选取 辅助 曙 数 


1 
1 证 


它 有 两 个 有 限 奇 点 为 a= 了 与 B= 一 站， 它们 均 为 一 阶 


极点 ， 
选取 辅助 积分 路 线 为 ， 由 实 轴 上 的 [5- 及 ，RJ 与 上 半圆 局 Cx (以 
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咏 为 阅 心 ， 芋 为 半径 ) 组 各， 为 使 Am) 位 于 上 半 平 面 的 奇 点 x 在 
该 积分 路 内 部 ， 取 RBR> ej， 
由 留 数 基本 定理 得 


[fas 十 | Fo dz=2xf'Res(a。 
_R C 


令 只 一 co， 取 极限 并 应 用 预 理 1 后 得 


[ dx ; 
| TS a) C1) 
而 一 
1 i , 1 
Rest%) = Hm [ae 多 (gs -a) ts-— 8) | 
-1 .1 
a wi 
代入 (1) 式 得 
上 dx oT 
| 二 2 VF 7 了 


3 ) 被 积 画 数 属 于 工 型 ， 但 积分 限 非 | 型， 由 于 被 积 国 数 为 性 
函数 ， 故 可 将 原 积 分 归 为 | 型 有 


or 1 Le 
_ ””” = 一” ”mm”:” 1 
[a dx | pr tod C1) 
为 计 《1) 式 右 端 积分 ， 选 辅助 阔 数 
过 
/0 rrr 


地， +wADi ( 解 2g4+552 十 2=f 所 得 )， 它 


们 为 一 阶 极点 ， 
选 辅助 积分 路 为 ， 由 实 轴 .上 的 [一 及 ，RJ 与 上 半圆 周 Cx 《以 
原点 为 图 必 ， 及 为 举 径 ) 组 或 ， 为 使 fx) .位 于 上 烤 平 而 的 坷 反 


一 44 一 


了 二 与 37 都 在 该 积分 路 内 部 ， 取 R> | 可， 
出 留 数 基本 定理 得 


| fevax 十 | Foe = Dn | Res( 二) 十 Res (~ 7 | 
一 民 CR 


令 及->oo， 取 极限 并 应 用 巴 理 1 后 得 


2 
| sr Res 1 ) + Resv 7) | (2 


2 
而 
Res(—2—) =lim (=- 二 ) 一 | 
记 Y 2 + 22) 
VE 
1 
Recs(v3a =lim [Gg- Va 
, 写 驴 2F sd, %— Df) 2(>: + 了 )Cx -VD pe 
~ 2 2; 
12 


代入 “2 ) 式 得 


人 VE 
| Da 


将 此 结果 代入 (1) 式 得 


各 ~ -2 
| rr 4 12 
4) 与 3) 题 类 似 ， 可 将 问题 转化 为 


[Ee GD 


一 845-— 


为 计 〈1) 式 右 映 的 积分 (J 型 ) 。 选取 辅助 下 数 
fw) = > 


它 有 两 个 有 限 奇 点 土 ai， 它们 均 为 二 阶 极点 ， 

选取 辖 助 积分 路 为 ， 由 实 办 上 的 [一 上 ;RI 与 上 淮 贺 周 Ca (以 
原 丽 为 圆心， 只 为 半径 ) 组 成 ， 为 使 f(x) 位 于 上 半 平 面 的 奇 点 
oi 在 该 积分 路 内 部 ， 取 只 >a。 

由 留 数 基本 定理 得 


况 
| flax +| fc ds = oni Res (aiy 
一 站 


研 业 


令 R 一 oo， 取 极限 并 应 用 预 理 1 后 得 


st 


: 
| daniRes ei) (2) 
而 
, 1 ，. %? / 1 
— |] _ ££ 三 
Res (Caf) lim| Cs 42) (sg— dt) (s+ ar}! | dai 
代入 (2 ) 式 得 


r me ,1 元 
”二 = _ 
| qr: “Tn a 9 


将 此 结果 代入 (1) 式 得 


| nid x 
, {wt Ta) 42 “ 


5 ) 本 题 属于 [ 型 积分 


选取 辅助 函数 
:+1 
1 = rT 


il 


官 有 四 个 有 限 末 点 a= 和 201+ 站，p= -将 (1 一， 


一 3 她 一 


~ P= ~ Ys2 2 (01+ 办 ,它们 均 为 一 阶 极点 。 


选取 辅助 积分 路 为 ， 由 实 轴 上 欧 [一 R，RIj 与 上 半 回 周 Cx (以 
原 瓜 为 攻心 ， 六 为 半径 ) 组 成 ， 为 使 / (zx) 芝 于 上 尘 平 面 的 奇 点 
a 与 6 者 在 该 积分 路 内 部 ， 取 E> 区 | 

由 留 数 基 本 定理 得 


| Fi 十 | fw dz = IniLRes (ta) + Res(p)y 


eR 


令 站 一 sc, 取 极 限 并 应 用 预 理工 得 


| 这 4 dx = oniCRes tn) + Restf)) (C1) 
而 
加 “+1 
Resta) = lim ec Cj [多 一 如 ) (sD (ea) (ss -py | 
2 
RR -1 1 3 | 
cm | -i 
-1 
7 
已 入 (1) 式 得 
x* 二 1 
| Tn G73: 
4，【 解 】 
1) 本 题 属于 下 型 积分 ( 引 ,3)， 令 
对 二 pit 
风 ， , 
时 7 -好 名 
si = nF 和 加 7 


一 3 一 


当 x 从 0 变 到 2r 时 ，x 作成 周 周 js| = 1， 于 是 


Fp 


dx 和 
上 | Ep z (1) 


"+ Sinx irl =| 
解 9x7+ 5iz-2= 0 得 a= -二 与 8= -2i 为 被 积 丽 数 的 奇 点 ， 它 们 


为 一 阶 极 点 ， 其 中 仅 有 a 落 在 jx| =1 内 部 。 由 留 数 基本 定理 得 


4 加 
| ri = Hr? Res {ey 《 也 ) 


1 | 三 


Res(o) =lim (sa -4 
OT Oa 


代入 (2)》 与 (1) 式 得 


dx ‘=r: 二 = 
+ Sinw 3 
4 
2 ) 本 题 属 于 下 型 积分 ， 令 
wi 


则 


z 
2 了 这 


且 当 8 从 0 变 到 2r 时 ，>x 作成 网 周 | 四 =1， 于 是 
| dt — 2id% 


一 


i -CODS 自 Is1 =1 名 十 2x 多 十 1 
二 


解 w+2a%t+1=0 得 a= 一 a+ -1 与 p= 一 av 一 1 为 被 
积 国 数 的 言 点 ， 且 知 它 们 为 一 阶 极 点 ， 其 中 仅 有 a 位 于 ls =1 的 


内 部 (因为 园 >1，je- 全 =1， 所 以 加 = 柄 -< 
由 留 数 基本 定理 得 


— 818 一 


| — Did% 


rr 入 
> 艺 十 号 8 名 十 二 2 下 5 to) 
J | 兰 ] 


Resrey =1im (%—a) 一 21 


业 一 末 


-2 
(ss) wal 
代入 (1) 式 得 


| -2zdg2 2r 
i wi oas+1 w/a-l 
3 ) 本 题 必 于 丰 型 积分 。 令 


= 


天 


冯 2 中 dx 
CO 二 ! 4 dx = -一 一 


2 
日 当 x 从 0 变 到 2r 时 ， 得 图 周 | 中 =1, 于 是 


Eh 


| dx _ 4 | 加 1 
一 -一 
(1 + AcoOsx)®  { 《92 2 + 
解 方程 


dt 二 2 十 如 二 从 


得 


i 
-a= ltvl-468= 


一 一 一代 
Er 好 


为 被 积 函 数 的 奇 点 ， 且 它们 艾 为 二 阶 慑 点 ， 其 中 仅 有 4 在 |*| =1 
的 内 部 (因为 Il>1L 及 la 月 =1) 。 于 是 由 留 数 基 本 定理 有 


4 % 和 
9 |] rr Snir Res oe) (C1) 
#| 一 | 


而 


1 | 
Res 0 -lim | oo 
-1 
-的 


一 9 夫 一 


代入 (1) 式 得 


4 到 27 
i | {a + nar (1 一 6233 
1 
于 是 
{2 
, (1 + acOsx)? (1 -a 
4 ) 本 题 属 十 下 型 积分 。 今 
se 
出] 
COSx = +1 dx = 
村 
上 且 当 x 从 0 变 到 2 时 ，x 作 成 圆周 |x| =1,， 于 是 
| dw 一 | vd | C1) 
(2 Hv 9COSx)? J i a TA 
解 方 程 
d+ = 
得 
3 
a=— 二 P= -也 地 Eb 


为 被 积 汰 数 的 窜 且 它 们 均 汶 二 阶 极点 ， 其 中 权 a 位 于 |=1 的 
内 部 。 由 留 数 基本 定理 有 
| -420 = 了 Ti Res {rr) (2) 


,ii 1 
让 让 一 站 | 


而 
， > 好 “tt 
Res(e) =lim | (2—o rr = 了 
代 六 【2 ) 式 后 再 由 《1) 式 得 


信任 -an 
(2+ 3COSX)! * 
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5 ) 类 似 于 夏 型 积分 的 方法 ， 将 问题 转化 为 一 复 变 函数 沿 财 路 


的 积分 ， 为 此 令 


则 


于 是 


又 因 


所 以 


ww 2 th} 


du = ittih ,92d0 
d0 = (1) 

LE -和 

- 2 .i -1 
tp efx | pi psiy 十 二 
? 

。 ， FT 十 才 , 焙 一 

tg (0 +1b) = -= 这 (2 ) 


当 8 从 0 变 到 x 时 ，% 作成 略 周 |%| =s ,这 是 因为 


me rit ph ptit 


的 缘故 ， 
将 《1) 与 2) 代入 原 积 分 式 得 到 


E36 + ib) dO = 这 一 


和 | 一: 


| 到 上 ‘3 


显然 ， 被 积 函 数 的 有 限 淋 点 仪 有 %=0 与 x= 一 i, 
当 30 时， 因 e414, 所 以 具有 2#=0 食 看 | 到 = 于 的 内 部 ， 


依 过 数 基 本 定理 有 
1 光一 让 了 工 Y.。，. 


两 已 PE 
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Ih 一 1] ， 
-i lim ]=an 
当 <0 时 ， 因 o>1, 所 以 %=0 与 z= 一 1 均 位 于 |%| =e 
的 内 部 ， 故 依 留 数 基本 定理 和 


1 x—1] 1 ， 
ll rr 一 my 加 中 RR 一 
到 | 5 ds ( 本 nifRes 0) + est —1)) 


了 | 一 


_ fi 和 一 二 。 区 一 荆 
ri lms + lim(x+1) | 


一 — nr 


~ Ti 当 0 时 ， 
| 人 + iby dl -| 
四 — Xt, eT 时 ， 


6 ) 类 伺 于 下 型 积分 欧 方 法 ， 设 法 将 问题 转化 为 一 复 变 函数 沿 

闭 踏 的 积分 。 为 此 令 

二 pt 
骨 设 b= A+Bi, 出 

d= sidth, sd0 
于 十 
fe 
卫 当 ! 从 有 0 变 到 2 村 ，# 作成 加 局 | 外 =# ”这 是 因为 


由 一 th pit AI+ BE 一 pe Be pildtd} 


dd = C1) 


的 绿 攻 。 又 因 
er* er 
COSKX 9 .Bt 
训 廿 一 - ~ 
Ex Sinx BIT Bix ex 一 二 
DF 
所 以 
ZF 
ctg (+6) -i 一 这 (2) 


一 一 一 一 一 一 一 一 
2 一] “1 


一 352 一 


将 《1) 与 (2) 代入 原 积 分 式 得 到 


| se+r240- | de (3 ) 
js 


显然 ， 溃 端 积分 的 被 积 函 数 共 有 了 两 个 有 限 奇 点 %=05 
当 BL.0 时 ， 因 or? 之 41， 所 以 只 有 “=0 位 于 | 车 = ”的 内 


部 ， 收 依 留 数 基本 定理 有 


多 十 1 
dy 
于 1 2 = nf Res (0) 


% 二 1， 


= 2ni lims 一 一 rt, 
当 B 一 0 上 时， 因 ?1 所 以 =0 写 “=1 均 会 在 他 =e ”的 


内 部 ， 故 依 留 数 基 本 定理 有 


| 二 2ri[Res(0) +Res(D] 


j= | 三 


| 多 二 二 . 多 十 1 | = 2 
en [Him -0 Li (一 了 天 二 


故 
+- — 271, 当 BB 0 时 ， 


时 


| sger226=1， 0 
mri, > J 


5。 【 解 】 
1) 将 问题 转化 为 了 型 积分 得 


| osx dx = Fe dx ) (C1) 
为 计 (1) 式 右 端 积分 ， 选 取 辅 助 函 数 
1 = Ty 


它 有 两 个 有 有限 符 点 %= 土 37， 
选取 辅 基 积分 路 为 :由 实 轩 土 的 开 


均 为 一 阶 极点 ， 
E, RI 与 上 半圆 周 Cx | 


一 35653 一 


原 虚 为 圆心 ， 及 为 半径 ) 组 成 一 闭路 ， 为 使 f(x) 位 于 上 半 平 面 的 
如 点 3; 在 该 闭路 内 部 ， 取 及 >>3. 
由 留 数 基本 定 惠 得 


此 
| for dx + | for) dx = 2ni:Res(f, 3 
一 由 Ce 


令 一 co, 取 极 限 并 应 用 预 理 3 (85.3) 后 得 


J 了 dx = 2ni Res(tf, 37) 


要 下 


(di) (vt) Ie 


= dri im rs 一 和 人 
鱼 下 和 7 


代入 《1) 式 得 


OS TT 
d (到 LT 
| 3 “= Re Ye 7) 3 


2 ) 将 问题 转化 为 工 型 积分 有 


> Sd _1 二 js 
-3 人 | A * ) 1) 
为 计 (1) 式 厂 端 积分 ， 选取 辅助 阔 数 
ja -3 


有 网 个 有 限 到 点 %*= 土 i， 均 为 一 阶 极 点 ， 

选取 辅助 积分 路 为 ， 由 实 轴 上 的 【一 有 只， 了 及 与 上 半圆 周 Cx (以 
原点 为 圆心 ， 六 为 半径 ) 组 成 一 闭路 ， 为 使 A(x) 位 于 上 半 平 面 的 
奇 点 了 在 该 闭路 内 部 ， 取 >1， 

由 留 数 基本 定理 得 


J je 2ni Restf, N) 


cvE 


-一 354 一 


令 上 一 co， 取 氢 限 并 应用 预 理 3 得 


PR 


| 专 抹 dx = oni' Res{f, 2) 


= 2rilim (gs 一 站 一 2 


代入 【〔1)》 式 得 
[a SiNlax fx 并 Lm (i ) = 
:+1 省 : 全 


3 ) 将 问题 转化 为 了 型 积分 有 
x SiNnx mi 
[ee Em "(| rT ) 
为 计 (1) 和 选取 辅助 范 数 


/ (9 = 党 十 1 十 号 站 


(si) (t+) 


它 有 两 个 有 限 奇 点 9= -23+ 生 与 月 = -2 一 4 且 均 为 一 阶 极 点 ， 
选取 辅助 积分 路 为 ， 由 实 轴 上 的 [一 RR, RJ 与 上 半圆 周 Cr (LE 
原点 为 画 心 ， 及 为 半 程 )》 组 成 一 闭路 ， 为 使 1{x) 位 于 上 半 平 面 的 


奇 点 ae 在 该 积分 路 内 部 ， 取 及 > 四 . 
由 留 数 基本 定理 得 


J 十 N/a Restf, a). 
全 下 一 cc 到 投 限 并 应 用 预 理 3 得 
| nd = 2ni "Res( ff, a) 


.， 。 SE 
= Ailim (x — oa) 


畦 二 国 ‘六 一 x) 各 p) 


一 $359 一 


.一 H+ di 一 全 十 二 下] 


= Dxi ¥ 


oni 27.47) (COs2— tSin2) 
Be 


= rt (489in2 — ScOsD) + FtdcOs? + 9sin2)) 
代入 (1》 式 得 


:1X 元 。 
一 = Pe i __ 避 
| dx Im{ yi | csinz 2C082) 


十 站 (和 COSD + 2sin2) | } 


= -3 [2cDs2 + S1112) 


4 ) 将 问题 转化 为 工 型 积分 有 


COSY pi 
[es -| rr err) 
为 计算 〈1) 式 右 让 积分 ， 选 取 辖 助 通 数 


人 
EST 


它 有 四 个 有 限 奇 点 +7? 与 3i， 且 均 为 一 阶 极 上 成。 

选 到 辅助 积分 路 为 ， 由 实 轴 上 的 5- 六 RJ 与 上 半圆 周 Ca 《 沪 
原点 为 图 心 ，R 为 半径 ) 组 成 一 闭路 ， 为 使 (3%) 位 于 上 兴 平 面 内 
的 奇 点 了 与 3 者 在 该 团 中 内部， 到 站 >>3。 

由 和 留 数 基本 定理 得 

| APeowx+ | Faiz=2riCRes(H 1) + Res(f, 37)9 


令 R 一 co， 取 极限 并 应用 预 理 3 得 


Bp'* _ ， , 
， [ers jx = Df CRes Cj， fi) 十 Res Cf, 37)1 


$8 


EE 


= df [lim 《省 — 2) 


E17 
+ lim (%— 9 rT sy cr | 


1 i )- 
= 2ni( Te rn 


代入 (13》 式 得 


rb rn 


| 
. Cx 二) 《xc + 0) “C3e | 


2483 


-ga 
5 将 问 题 转 伯 人 工 型 积分 有 


fx:sinax 1 f wesinAx 


pt ) 
为 计 (1) 式 右 端 积分 ， 选 取 辅 助 函 数 


wit EE - 
7 (%) wT 


pl+i) 9 (一 工 十 站 


它 有 站 个 有 限 奇 点 “可 一 可 一 


均 为 一 阶 极 操 。 


[光一 5 (si) (2 + 9) 


‘1) 


Cs -6B, 它们 


选取 积分 路 为 取 实 轴 上 的 〖- 及 ,及 ] 与 上 半圆 周 Ce (以 原点 
为 圆 它 ， 及 为 半径 ) 组 成 一 闭路， 为 使 1 {x) 位 于 上 半 平 面 的 奇 点 


在 该 闭路 内 部 ， 取 只 一 ja|、 
四 留 歼 基本 定理 得 ， 


je Hx 十 |f ds= oriCRestf ao) +Res{f, PY 


CR 


令 有 一 oo, 取 极限 并 应 用 预 理 3 得 


| dx 2niCRes{f, o) t+Restf, BY (2) 


TE 
(za) (z— Ps+a) {z+ 


a Ea 


Res{ fo) =lim (x—a) 


wp 


(ua) (Peta) (et 


_ i 


Res{f,P) =!im (x- 
so 


a 
代入 (2) 得 
oo J 
rgd 上 ;, Ee 3 导 ) 
| 
-~ 25 
Ne “i A _ _ 
-Cc% 海 * 议 )-(eor 汽 -in 疙 】 


x*SinAx _1 Tv ] 
| rbd = 志 1m (到 ¢ sin 9s )i 
下 531 At 
"J 
2bie7T 
68。 [证明] 


世 才 


= ] "COS {Hx — Sinx) dx, 
和 a 


B= Jeremsin (Wx SIDN) Ad, 
曲 


则 
EF 
4 十 Br 一 ese ene tin da 
站 


EF 
— | ， geo nins dw 
性 


时 在 


= [Gs 人 (1) 


显然 ,为 了 证 明 本 题 ， 只 人 须 求 出 44 妈 可 ， 渣 这 叉 只 要 算出 (1) 
式 右 疾 的 积分 后 取 其 实 部 即 得 。 为 此 ， 令 


= 
出 
dos= ed = i 
于 是 
dx = 
i 


又 gi (Cp) 7 = 各 有 Fix ==™! 
并 且 当 x 从 0 变 到 2x 时 ，z 作成 圆周 |x| =1。 故 
fe” ‘or dx = w+ 


种 tf 三 1 


| 1 
= 二 sto doe ni Res( (ue), 0) (C2) 


了 各 


将 zt 荆 在 xs= 0 的 邻 域 (去 心 分 城 0 过 1x| 过 co) 天 成 Laurent 级 
数 有 
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1 
5 1 上 + + ) 
Dl 1 名 
一 交 呈 上 填 志 1 -1 ， 十 1 十 
办 | 区 


所 以 C.1= 二 ， 代 入 (2 ) 式 得 


这 下 1 , ni] 1 
上 6 up dx 2riRes( ( sy 


-2rC6.-_ 2. 
| 
即 A+ Bi= ,所 以 
F449 
| = [ecos (xxw — sinw) dw = . 


7?， 【证 明 ]】 


该 证 明 题 实 为 一 计算 题 ， 为 此 需 弄 清 被 积 函 数 在 G 上 的 条 件 ， 
今 令 


FO) = 上 
并 


由 (的 形式 及 .上 > ,在 上 的 条 件 ， FEE Eint(C) 时 只 


有 江 十 1 个 概 友 为 %， i 从 2 因此， 出 留 数 基 本 定理 ， 得 
or ar -dE = 及 ES z%) ,ran a) (1) 
Res (tPF, 2) ee = (x) (2) 


设 5， ， 45s 分别 为 下 (和 欧 的 |， 坟 sy9，s 了 要 成 。 为 


一 360 一 


了 计算 及 estFE，eat 将 下 (人 在 4 展 成 Laurent 级 数 ， 首 先 ， 将 
fCE) 在 0 之 上 必 -ad < 过 Pp (村 上 ~ay 过 Pp 位 于 6G 内部) 网 展 成 
Laurent 级 数 有 

C C 


_ —rek -m+ 于 于 
7 人) 《一 AR}™A We — A 一 


+ PCE ~ At "= Gr(E) 十 加) 


里 一 外 


其 中 CkC》 与 gt) 分 别 为 (6) 在 点 ax 的 Laurent 级 数 物 主要 
部 分 与 解析 部 分 ， 


其 次 ， wx 展 成 Laurent 级 数 。 由 于 4 为 一 ;的 


解析 点 ， 所 以 即 是 将 一 = 在 qx 亦 即 在 此 一 4 < 区 一 人 内 展 成 后 


级 数 有 
生生 时 1 1 


Ee -dh a A 


1 
《 一 好人 (1 ~ 2 ) 


加 


1 C FC— a ) 
一 7 A 
自 一 自 


1 CA CE 


多- 一 人 一 


一 


| 
! 


Eee 


因此 在 0 二 攻 -a4| 二 min (ps |s~44| ) 时 有 
F (ey = -0 CC = {Git ee | 


| -二 TE | 


人 《各 一 本 
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整理 后 ， 在 右 端 级 数 的 履 式 中 ， 项 三 二 一 的 系数 为 


Fm CC 
【区 一 A Tt (wa) rt) 
这 怡 是 -Csto) 在 点 % 的 信 ， 于 是 
RES《F，4 = — GA(%), 下 二 下 2， (3) 


将 (2〉 式 与 (3) 式 代 入 (1) 式 得 
1 人》 rr 
pr cc， 


Dt 
心 点 二 1 


习 题 (5:3) 


1 一 7? 题 由 读 着 目 己 回 葡 。 

8，【 答 ]】 

大 家 知道 ， 留 数 基本 定理 在 计算 复 变 函数 .六 xs)》 沿 闭路 上 的 积 
分 时 是 很 有 用 的 。 今 车 将 闭路 C 分 成 m 条 首尾 相 接 的 曲线 C,，C;， 
…，C 后 ， 如 果 函 数 f(x) 在 C 记 力 成 的 闭 区 域 G 上 ， 满 足 留 数 基 
本 定理 的 条 件 ， 则 有 


5 [60 as 2 yRes(/ wi) (A) 


其 中 4，zs，…，z: 为 /在 G 内 的 全 部 奇 点 ， 显 然 ， 在 等 式 (A) 
中， 只 要 知道 积分 | ，| ，…, 的 结果 就 可 将 积分 | 求 出 (因为 


直 一 上 Cn 


(A) 式 右 端 是 不 难得 到 的 ) 。 这 表明 留 数 基 本 定理 还 可 以 用 来 计算 
某 些 开路 的 积分 |. 

特别 地 ， 如 果 我 们 要 计算 实 变 量 函数 (x) 沿 x 轴 上 某 一 条 (有 
限 的 或 元 限 的 ) 线段 (<， 甩 的 积分 时 ， 如 果 用 留 煞 基本 定理 时 ， 册 
可 适当 选取 辅助 函数 f(x) ,并 适当 补充 《az， 上 和 某 一 曲线 Cz， 使 
它 连 同 〈s， 六 围 成 一 个 区 域 G， 使 得 f(x) 在 G 上 满足 留 数 基本 定 


一 42 -一 


理 的 条 件 ， 于 是 有 

freoaxs [fds ar 1) (B) 
其 中 各， 是 用) 在 G 内 的 全 部 亲 贞 由 用 可 见 。 -日 
积分 | 可 以 算出 或 可 用 记 求 的 积分 | 表达 出 时 。 嘟 么 ， 计 算 积分 | 


的 问题 就 可 解决 了 。 
人 在 某 些 情形 下 ， 适 当选 取 辅 助 画 数 F(x), 合 给 定 在 {a, 六 上 
的 函数 1(x)， 是 它 的 实数 部 分 或 虚数 部 分 《如 下 .3， 工 型 积分 中 


例 4) ， 则 依 前 面 的 想法 在 求 得 | F(x) dx 的 结果 后 ， 将 此 结 果 分 
出 实数 部 分 与 虚数 部 分 即 可 得 所 求 积分 | f(x)dx 的 结果 ， 


以 上 便 是 利用 贸 数 定理 计算 与 I 型 积分 的 基本 想法 。 

为 实 讽 上 述 想法 ， 我 们 采取 了 四 个 步骤 . 

(1) 适当 选取 辅助 柬 数 ; 

《3 ) 适当 选取 辅助 积分 路 ， 

(3) 地 用 留 数 基本 定理 ， 

(4) 令 上 RR-rxoo， 取 极限 ，。 

需要 注意 的 是 ， 

(a) 在 步骤 〈1) 中 有 “适当 ”二 字 ， 这 就 意味 着 在 选取 畏 
助 画 数 时 禹 要 一 定 的 技巧 ， 不 过 ， 对 于 [与 了 型 积分 来 说 ， 规 律 是 
明显 的 ， 只 须 将 被 积 图 数 中 的 x 撞 成 x 即 丁 。 也 就 是 说 ， 当 被 和 
苑 数 是 5Cx) 了 时， 辅助 函数 就 取 为 2 (%)， 

倘 知 读者 在 计算 不 局 于 J、 开 型 的 积分 时 ， 仍 依 此 和 神 选 法 就 不 
一 定 奏 效 ， 不 过 ， 有 个 规律 我 们 必须 遵循 ， 那 就 是 在 选取 辅助 函数 
35 时， 一 证 要 顾及 到 当 %=x 桂 ， 要 使 ytx) 与 被 积 函 数 8(x) 有 
一 定 的 联系 如 gx = 8 或 Recp(%)] = 8{x) 等 等 ) ， 和 否则 ， 
将 PCx) 的 积分 求 册 后， 尽管 方法 、 技 巧 均 很 精彩 也 无 助 于 我 们 屡 
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求 的 关于 81x) 的 积分 问题 的 解决 ， 

《b ) 在 步骤 【323) 中 ,应 (3) 与 (4) 的 需要 ，R 的 选取 
应 当 合 Ca 上 六 由 [一 R，RJ 与 Cx 组 成 的 积分 闭路 外 部 没有 ?(%) 的 
有 限 值 奇 点 ， 

另外 ， 在 选取 辅助 积分 路 时 ， 对 于 I、 工 型 的 积分 无 技巧 可 
言 ， 均 可 选 为 如 图 5 .3 所 示 的 路 线 。 丹 阁 读 者 去 处 理 不 同 于 I[、 型 
的 积分 时 ， 仍 用 此 法 就 不 一 定 奏效 了 。 不过， 有 一 个 规律 十 必须 遵 
循 的 ， 那 就 是 在 所 选取 的 辅助 积分 路 上 一 定 要 有 一 段 能 与 所 求 积分 
的 积分 路 发 生 联 系 ， 例 如 ， 所 求 积分 是 从 0->co， 那 么 所 选 的 辅助 
积分 路 就 应 包含 实 轴 上 的 (0，R》 《最 后 令 人 一 ce 即 得 所 求 积 分 的 
积分 限 ) 。 否 则 ， 尽 管 算 出 了 灌 辅 助 积 分 路 的 积分 也 无 助 于 所 需求 
的 积分 问题 的 解决 . 

(Cc) 在 步骤 〈4) 中 ,对 于 非 [、 开 型 的 积分 ， 有 时 可 将 am 
| we es 用 所 求 的 积分 表 出 后 再 计算 . 


另外 ， 在 计算 lim | 9(x)4x 时 ， 着 无 预 理 可 用 。 就 只 得 “ 硬 ” 


Ch 


算 了 (算出 | 后 取 极 限 或 估计 | 1) 。 不 过， 对 于 I. 工 型 的 积分 而 


言 ， 预 理 1 、3 的 条 件 总 十 满足 的 因此， 在 IT， 下 型 积分 的 步 双 
(4) 中 ，lim | 总 是 等 于 堆 ， 


10。 【 解 】 


1 1 7 
1) Res) = Tlim| se 


-1 
64? 


1 


1 1 __- 
Rest 一 4) = lim (tdi 一 时 


2 = 上 1i : 2 
)》 Rest— 1) = lim| (x+ 了 1 -| =0, 
bd | 


名 十 人 2 多 十 二 


一 3 和 一 


3) 册 -3=0 得 


_[_1 i 
Res( v3 站 -| 区: |， 37° “ 
_ 
1]1i1。 【[ 解 ] 
全 ， 8 下 
1 Res -lim| 一 | 二 一 
) 1) Tp (w — 1) (1 本 
2) Re = 1 9 -= 
0 Tr 
_1 . ， ps ] = 四 中 
Res (1) alim| cz 1) 二 一 可 
3) RR 1 i 一 22% | 
1 Res C27) lim| Ge A 
_ 一 4 一 i 了 十 
《2 十 17 .dz 25 
有 Res 一 27 一 Ti | (e+ 2) % 2% | 
nei {ge + 1) ts +27 (Cw — 27) 
_ 一 4 十 4 一 
Ct di 25 " 
1 ，. 2 一 号 从 ! 14 
Res(—1 =lim| 十 二 2 - | — + 
(上 11 s--:1 (% +1) (s+) (+ 4) 25" 


12。 【和 解 】 
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1) 本 题 属 于 | 型 ， 经 过 四 个 步 双 ( 指 §5.3 计 算 I 荆 型 积分 
的 步骤 ) 易 得 


r dx 


ga 1 本 
二 二 Resl 1+V 


% 一 了 区 十 


下 古 ii 下 1 
一 .| es DE mm 
RD CX d+v SNA DI dan 


pi 


Va 
2 ) 可 化 成 王 型 积分 有 
和 中 区 各 _ 和 
| -Re( | rm) (1) 


经 好 个 步骤 订 得 
Te pee i _ ， gi , ， 
| i Res (sr eri0" 1 9 


i en 一 站 
| 2 | ori. (十 3 六 4 
+ 


dl (wi 9 +0 6 


=- i (cosl — 3sin1} +i{sinl + 3c031)7, 


化 入 (1) 式 得 


人 OS 
x wt 10 


EP 


3 ) 设法 转化 为 丰 型 积分 有 


LR i 
Ja COs20+I Sa + COS20 + 1 


x = (cosl — 3sin1), 


A 


|] g++cosp 
| 


1[: 2d8 令 20=>x 1 | dx 
= 了 |， da: + COS28+1 oq: 十 CDSX 二 1 " 
一 工 一 再 


按 夺 型 积分 的 做 法 令 所 = 罗 经 计算 得 到 
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I 1 了 
- ~  ({p= 一 
GE + Cosid 5a’4:+1 


4) 按 型 积分 的 司法 ， 令 “=e"， 则 
和 二 _ ds% 
os = 3 -cos38 = 5 df = 一 
于 基 
了 下 
cos30 1 | 多 十 1 7 
| 27 x (23% — 1) (% — 2) ” 


1* [三 1 


1 . 十 1 
-__1. x+tl .0 
5 2 Res( TE ) 


| 2 十 二 2 ) | 
+Res (rrpe 1y rm) * 
i 
- (和 2 ) 12" 


5 ) 被 积 通 数 共 有 三 个 有 限 奇 点 %,=0，%%= 一 1+7 及 %,= 
-1 一 吉它 们 均 存 |x| =3 的 内部， 于 是 依 留 数 晤 本 汉 理 得 


et , 
i Resr 一 
下 i DT) dw = Nir LRest0) + Rest—-1+2) 
+Rest—1—2)) 《了 二) 
而 
1 , ， ei ] 

Res(d) = lim| > gil | De 0) 
ji (B+ ata) (er) ~ er (9x+2) ft—1 
二 自 本 十 六 站 十 中 之 ? 

EY 
Res(—1l1+A) =lim {c- t—1 tI rr} 
Htit 


一 7 一 


,、 四 er \ 


一 了 一 于 专 
8 F 


站 时 


一 


入 入 《1) 式 得 
{dt ) 


了 4 
ot—i 1 ) 
= 27i( 5 +r cosi} 

所 以 
_t—l1 ,ee 'cost 
本 rr oT da 
13。 [ 答 】 


取 f(z%) =%，9P(z) = 一 (2%), 应 用 Rouché 定理 后 得 £8(%) =% 
在 |%| 过 1 内 有 一 个 根 ， 
14. [ 答 ] 
用 Rouche 定 理 ， 得 在 |%| <1 内 没有 根 ， 在 1< [sj <2 内 有 
4 个 根 ， 
15. [ 答 】 
用 . Rouché 定 理 ， 得 方程 在 | 对 过 有 内 有 # 个 概 ， 
16. “上 证明 】 
取 
Cs) = —%, PY 二 0 
山 它 们 在 | 车 所 1 上 均 为 解析 ， 且 在 |x! =i 上 有 
| fl2)| = 车 (| = er ?et se 
即 
3 
由 及 ouche 定 理 得 
Jr) t+) = 与 = 一 3 
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在 fl < 内 的 零点 个 数 相 局 。 而 /se = -x 在 网 过 1 内 只 有 一 
个 零点 人心 二 人， 所 以 


d= 


在 |x| <1 内 具有 一 个 想 ， 


' 


17。【[ 答 ] 

用 RouchE 定 理 得 所 给 方程 让 |x| < 过 1 内 有 # 个 根 ， 

18、 证明】 

设 gg (2) 4 在 上 的 内 部 的 零点 个 数 为 N,， 往 证 N =1,， 

由 于 &( 杂 在 C 的 内 部 只 有 一 个 极点 ， 故 8 (%) -a 在 上 内 的 极 


点 个 数 为 1. 


佐 辐 角 原 理 有 


: N - 工 = 元 人 arg C8 (x) ~ 人 《 工 》 


Ad-arpgCgts) 一 中 ] = dearg| a( 8 一 1)| 


= dearge + darg[ 65 8 %) -1| (2) 


因为 
dearga =0 (3) 
再 令 
W = £6) -1， 
一 - 4 
则 在 妃 寺 有 


W+1 = 全 |<1 


(因为 lal 守 1， |4 (1 = 1 于 是 C 的 像 们 于 | 全 +H 到 1 内 (图 5 .6? 


所 以 


doargW = darg[ £2 -1]=0. 
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将 此 结果 与 (3 ) 式 代 入 (2} 得 
dargEe (2s) 一 的 =0 
再 由 (1) 式 得 N =1， 
19。 [【 解 ] 
1) 取 
{2) = — 8%, PN) = "wt 
显然 ， 了 (%) 与 9(%) 均 在 |s| 之 1 上 和 解析， 在 si =1 上 有 
(ff O00! =8, 区 人 | < sr+2isl'+ lsl*+2=6 
即 在 ii =1 寺 上 
| 12)| > 人 (| 
鼓 由 Rouché 定 理 知 ff (2) + w(t) 一 天 一 32 十 2) = 
-8z 在 jz| 三 1 内 的 零点 个 数 相同 。 而 f(%) 在 1%| < 过 1 内 的 零点 个 
数 为 1 ， 所 以 方程 
人 
在 | 二 1 内 根 的 个 数 为 1， 
2》 取 
fw) = 8, P(E) 一 225 一 人 十 323 一世 
显然 ， 了 (2) 与 9(%) 均 在 人 < 上 解析 ， 旧 在 四 =1. 上 
| | > jp (0)| 
(内 为 ] f(z)| =8， 你 (的 | 二 |2s + |e + 3% 1+ |%] =7) 
所 以 方程 
2 二 二 = 
在 周二 1 内 根 的 个 数 与 fx) =8 在 | 过 1] 内 的 零点 个 数 相 同 ， 
且 邦 为 零 ， 
3 ) 取 
fw) = dy PE) = 
显然 ， f(s) 与 9(%) 均 在 |%| 所 1 上 解析 ， 霸 在 由 =1 上 有 | (2)| 
> 多 | (因为 [了 (63)| =4 (| 之 18+ | + =3)。 
所 以 万 程 
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名 十 或 55 二 一 二胡 
在 人 | 之 1 肉 根 的 个 数 与 /(%) = 4 在 全 <1 内 零点 的 个 数 相 同 且 
部 为 5。 
4) 取 
fw) =10, pr) 二 时 十 6x， 
显然 ， f(x) 与 yp(%) 均 在 jzl 和 1 上 解析 ， 且 在 四 =1. 上 有 | (%)] 
之 苑 ( 旭 | (因为 | Fo =10, p22)| 之 || + 8 对 =7)?、 所 以 方程 
wt 十 1 人 二 作 
在 | 划 过 1 内 根 的 个 数 与 f(x) =10 在 | < 之 1 内 零点 的 个 数 捐 人 己 且 
者 为 零 。 
20。【 解 ] 
普 先 确定 所 给 方程 在 | 外 入 1I 内 有 上 几 个 根 ? 
取 Fx) = -6%, yp(%) = %!+1, 
经 检验 ，Rouché 定理 的 诸 条 忻 均 满 尽 ， 所 以 方程 x* 一 5%+1= 人 0 在 
zl 之 1 内 根 的 个 数 与 Aw) = - 5z 在 jj < 之 1 内 的 零点 个 数 相 间 且 
都 为 1，。 
由 于 在 % = 上 有 | 7 人 | > 印 ( 约 | 所 以 3) +9 (加 在 CC 上 
不 会 为 零 【否则 ， | (2)| = 全 (分 | )， 
其 次 ， 为 确定 所 给 方程 在 同和 坟 2 内 有 几 个 根 ， 节 
jx) =%, pL) = 一 55 十 1 
显然 ， .se) 与 (2) 在 | 对 所 2 上 均 解 析 ， 且 在 人 =2 上 有 {7 (%)| 
> pe ( 因 | (| =16，|9(0| 之 |~5%| +1=11) 。 所 以 在 
|%| < 过 2 内 方程 
%! 一 5% 十 1 = 二 0 
的 根 的 个 数 与 方程 对 = 0 的 根 的 个 数 相 赔 且 都 为 4 。 
总 之 ， 方 程 扩 --55+1=0 在 上 < 入 内 有 一 个 根 ， 在 图 环 1<< 
<2 内 有 3 个 根 ， 
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第 六 章 共 形 映射 


共 形 映射 羡 称 站 形变 换 ， 是 复 变 阴 数 几何 理论 的 组 成 部 分 
讶 月 几 何 的 方法 研究 解析 画 数 性 质 的 ， 所 人 而 数 的 儿 何 理论 也 是 
变 函 数论 的 重要 分 支 之 一 。 

共 形 映射 这 个 袜 念 ， 是 数学 里 重要 的 概念 之 _， 它 是 从 物理 学 
的 观念 中 产生 的 。 它 对 于 物理 学 的 某 些 领 域 有 许多 重要 应 用 ， 如 共 
瑚 映射 的 方法 成 功 地 解决 了 流体 为 学 、 空 人 把 力学 、 弹 性 理论 、 电 
位 场 与 热 场 理论 ， 以 及 其 它 方面 许多 实际 问题 ,… 

在 这 一 章 里 ， 我 们 首先 从 连续 函数 的 导 教 模 及 导数 辆 人 的 几何 
意义 出 发 ， 给 出 共 形 映射 的 概念 ， 并 由 此 得 到 解析 函数 站 导数 不 
为 零 处 构成 共 形 上 映射。 接着 又 得 出 单 叶 解 析 画 数 在 其 单 时 性 区 城主 
槐 成 共 形 映射 ， 并 提出 丁 共 形 映射 的 两 类 基本 问题 ， 然 后 进一步 地 
讨论 了 初等 函数 (分 式 钱 性 函数 、 带 函数 及 其 反 了 咯 数 一 一 根 式 函 
数 、 捐 数 画 数 及 其 反 卫 数 一 -对 数 画 数 、 需 苛 夫 斯 基 郴 数 及 其 反 国 
数 ) 所 构成 的 共 形 映射 ， 景 后 给 出 一 些 简 单 区 域 之 间 的 共 形 映射 的 
综合 例子 ， 


36*1 共 形 映射 概念 


] 。 导 数 的 横 及 其 辐 角 的 几何 意义 
设 诉 数 v=/(x) 在 区 域 G 内 连续 。 mcEG. 在 xm 点 Fe) 的 导 
数 存在 且 f(xo) 所 0. 设 9. 平 面 上 过 % 点 的 曲线 C 在 函数 =) 
的 映射 下 是 9 平面 上 过 w=/ (x 的 犁 线 Pr。 
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由 二 


三 (sn) = lim 2 
所 以 有 
[fC%0)! = im 一- 


民 4 C1) 
Yo, 


这 表示 模 1 了 '(xw)| 等 于 曲线 上 过 无 穷 小 的 强 长 与 曲线 C 二 
过 x， 点 无 穿 小 强 长 之 纶 有 的 镑 限 ， 


7 Zot dz 


图 61 
我 们 称 | Ps)| = 7 为 函数 = 六 四 在 2 点 的 侣 绍 率 。 
值得 注意 的 有 是， 伸缩 罕 1] 了 (xzD1 = 只 与 通 数 了 (%) 及 局 各 有 
关 ， 人 与 晶 线 C 的 形状 及 方 访 的 选择 无 关 ， 我 们 把 健 纺 率 的 这 个 性 
质 称 为 仲 编 率 的 不 变性 ， 
另 一 方面 ， 从 导数 的 辐 贡 可行 
limaTg- =argi '(%,) 
由 于 


Arg =arg(y — we) ~ arg (2 — Xo)s (raod 27) 
业 


所 以 


jirmarg lw — wp) ~ limarg (gs — %) ~ argf' (%0), 


设 以 如 垃 示 曲线 C 在 w%， 的 切线 与 x 轴 正 癌 的 类 角 ，g。 表 
世上 昭 线 六 在 mm 处 的 切线 与 4 轴 正 向 的 夹 弟 《如 图 6.1) 。 则 


na 区 人 一 站 一 用， Hmarg(lw ~— yy) = eo 
工 -+ 十 由 | 


argf (x) =00— ,BR oo targf' (x) (C2) 
设 5 平面 与 9 平面 重合 ， 侍 标 方 身 一 玛 。 如 果 我 们 把 上 看 
处 的 切线 与 可 %， 处 的 切线 方 占 间 的 夹 弟 看 成 是 旋转 角 ， 则 
(2) 表明 两 数 z =f(%) 在 x。 点 处 导数 的 辐 角 等 于 曲线 C 在 x，。 志 
的 切线 变 成 曲线 可 在 对 应 点 如 的 切线 所 应 旋转 的 角度 ， 
因此 ， 我 们 称 arg 疡 (xz 为 霄 数 w = 了 (x) 存 x， 点 的 旋转 角 . 
旋转 新 的 天 小 与 曲线 的 形状 、 方 向 选择 无 关 ， 我 们 把 这 个 性 质 称 
汶 旋 转角 的 不 变性 ， 
显然 ， 对 于 区 城内 的 解析 函数 f(z%)， 如 果 x €6, 量 了 {30 
于， 到 了 3) 在 点 x 附近 所 作 的 肌 射 屁 在 介 浓 率 的 不 译 忻 - 了 旋转 
菠 由 不 恶性 。 
没 过 x， 有 两 条 上 昌 线 C, 与 C;:， 它们 在 函数 w=f(x) 的 肢 射 
下 ， 其 线 “与 《， 分 别 被 觅 射线 了 平面 过 点 wt = 上 zx 的 两 条 
曲线 古 与 设 与 0. 是 曲线 CC 与 曲线 Ce 在 虑 % 处 的 
切线 与 x 轴 正 铅 的 夹 角 ; gi 与 oo 是 曲 名 丰 与 下 在 点 处 的 
切线 与 # 辆 正名 的 关 角 。 依 旋转 角 x=argf'(z0》 的 不 变性 ， 我 们 
右 
一 有 
印 
pi P00. (C3) 
而 则 -让 是 曲线 5， 与 的 焰 角 { 道 时 针 方 向 为 正 ) ，y; 一 gi 
是 曲线 古 与 站 的 末 硼 { 道 时 村 方向 为 正 )( 轴 图 6.2) 。 这 就 
让 有 了 了 ， 


一 


定理 7 让 连续 果 数 wz 的 且 射 上 让， 如 旺 六 (二 D， 出 
过 点 的 任意 岗 条 有 问 连续 有 昌 线 间 的 光 角 如 避 存 在 切线 时 ) ， 
写 其 像 则 线 在 j= Azo) 点 和 的 灾 角 大 小 明和 等 且 方 向 相 问 . 


2. 共 形 映 于 的 概念 


设 给 定 区 域 G 内 任意 连续 孙 数 A(z)，% ECE 如 果 让 点 具 
有 介入 率 的 不 塞 性 且 保 持 燃 萌 的 不 要 性 《大 小 太 方 回 ) 时， 则 称 湾 
映射 A(x》 在 5 点 构成 共有 形 映射 《或 称 第 一 类 共 形 映射 ) ， 

如果 遇 数 f(x) 在: 点 县 有 全 缩 兴 的 不 举 性 且 和 保持 夹 角 太 小 
不 变 但 方向 相反 {如 图 6.3，/ (x) = 有 ， 称 f(x) 在 3 点 构 拨 第 
汪 类 鞭 形 映射， 图 686.4 是 5 与 J。 生 人 台 的 情形 ， 

如 果 函 数 w=f(%) 在 区 成 各 内 的 每 一 点 都 构成 起 形 映 射 ， 刚 
称 > = 上 /xs) 在 区 域 加 内 构成 共 形 映射 。 

定理 2 设 解 析 国 数 y =j(%) 在 其 定义 域内 (2) 二 0， 兽 它 
坪 成 共 疹 上 映射 ， 


86:2 和 解析 消 数 的 瞎 冉 性 质 


1. 解析 函数 的 保 域 性 


由 前 节 的 乌 述 ， 可 知 解析 函数 在 导数 不 为 零 的 区 域内 构成 共 形 
欧 射 。 除 此 之 外 ， 解 本 国 数 的 观 射 还 具有 保 域 性 ， 即 有 如 下 的 定理 
成 立 ， 

定理 1 设 在 区 域 G 内 的 通 数 w=f(zx) 为 解析 且 不 滨 常 数 ， 则 
它 把 区 城 G 映 射 成 区 域 品 ， 

【NE 明 】 疲 证 明了 DP 是 区 域 必须 证 朋 吕 是 连通 的 开 集 合 。 为 此 ， 
首先 证 明了 的 每 一 点 者 是 内 点 。 和 储 取 一 点 徊 竺 用， 它 是 息肉 一 点 名 
的 像 ， 即 = 了 (%)， 因 为 防 数 =f(z》 关 6G 内 不 为 常数 有 是 解析 ， 
故 函 数 f(z) ~ w， 的 零点 必 蚌 弧 谍 的。 不 然 的 话 ， 依 84'5 的 唯一 性 
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定理 ，f(x》 在 6 内 所 为 常数 。 依 零点 孤立 性 ， 必 有 以 x 为 心肝 圆 
局 C: [zs~zo] =p 存在 使 C 上 及 C 内 除 z, 外 国 数 (x) -六 = 无 其 
它 零点 ， 刀 当 %E 环 域 K={z:0< |%~%; 志 Pp} 时 ， 
iw) —f (0) 0 
设 阅 周 忆 通过 w= 了 f(x)， 被 映 出 成 天 = 六 CC， ww 的 距 
离 设 为 UP) (0)， 即 d=min | = mln ly — wl， 


或 
(fer) -fd d, EC, 
为 证 和 是 只 的 内 点 ， 有 此 要 做 和 的 茶 -: 邻 城 B (wi, 4) = 
{wy 一 | <d}， 任 取 一 点 ww EBCwosd)， 则 当 w CC 时 ， 有 
op | ) (eo) 
依 及 ouche 定 部 ， 函 数 
Rs) 一 fr) 一 你) 十 《和 一 各 让》 二 大 2》 一 车 
在 int(C) 的 堆 点 个 数 相 同 。 面 六 x) 一 加 在 int) 有 至少 有 ~- 个 零 
点 ， 故 六 zy) -or 在 int(C) 也 鞋 少 有 一 个 零点 设 为 2 即 (x%x) = 
jj* 苞 上. 3 
因为 w， 是 了 内 的 任意 点 ， 故 了 司 的 任意 点 =J(%)》 必 是 内 点 ， 
所 以 只 是 开 混 人 台 ， 
具 次 ;证 口 总 连 吉 的 逢 集合 ，。 即 让 局 二 也 的 任意 两 点 x 了 (x) 
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-本 za = sz) 可 以 用 一 条 完全 属 主 王 的 连续 折线 六 连接 起 求 ， 

事实 上 ， 对 应 寺中 内 两 点 mW As， 和 = 六 2 对 应 地 在 全 内 
有 两 点 x 与 %。 币 加 为 区 域 ， 所 以 可 用 - -条 完全 属于 的 连续 访 
线 ! 把 zx， 与 xz 连 结 起 米 。 对 应 地 就 在 了 内 有 一 条 连结 .AxD = 
与 jz) = ws 的 连续 曲线 存在， 并且 =f()。 因 是 内 点 组 
成 ， 庙 详 六 于 的 点 必 生 王 ， 即 已 是 连通 的 〈 如 图 6:5) 。 

因此 了 =j(G) 是 连通 的 开 集 合 ， 即 了 是 区域 . 

《证 毕 ) 


2. 单 叶 解析 函数 的 共 形 性 


上 述 定 理 1， 证 明了 解析 阴 数 所作 出 的 鼎 射 有 具有 保 域 性 。 现 计 . 
玉 讨 论 单 叶 和 能 析 函 数 的 性 质 ， 
定理 2 国 数 =.xs) 在 区 域 吾 内 为 单 叶 解 析 上 时， 网 了 (%) 
0 CG, 
[证 明 】 应 用 反 让 法 来 证 明 本 恬 奋 。 
设 区 玻 G 内 有 一 点 zs 使 六 (zs) =9， 
首先 ，JSd 4 国 Fs)》 在 C 肉 解析， 所 以 在 ss 点 可 以 展开 


of 
f(z) = O20) tf (80) (x ~ 0) +t Le (sg) 


fs) -f(z0) = ME (2 ~ 0) + 


显然 ， 围 数 (5).1(z0) 在 zx 的 邻 域内 至 少 以 xz 为 二 阶 堆 点 ， 

其 次 ， 设 /so =0, 即 (zx)》 以 和 为 零点 。 依 解析 函数 零点 
孤立 性 ， 必 有 的 一 闭 邻 城 ， 且 (5 P= 公有 | 和 PCG 让 
人 在， 使 了 (zx》 于 其 内 太 其 边界 CC 上， 除 加 外 再 无 其 他 零点 ， 但 依 
明 数 f(z 的 单 时 性 ， 存 x EC 时 ， 本 (2) 夺 /(x,) ， 即 必 存 在 一 
正 数 53， 使 CC 上 的 一 切 点 “有 
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f(z) -f(z0); 2o. 
现 以 w=f(z0) 为 心 ，6 为 半径 作 圆 周 天 : 一 加 | =6, 在 多 内 
任 取 一 点 w* 和 ew 则 在 %EC 时 有 
fw) ~ fe)! > | — wl , 
依 Rouchée 定理 ， 了 (x) 一 站 (z0) 与 (f(x) 一 20) ) 下 CW 一 四 和》 = 
fz) -w* 在 B 内 有 相同 的 零 虚 个 数 。 但 国 数 .六 zs) -六 zx 在 3 内容 
少 有 两 个 零点 t%, 是 二 阶 零点 算 作 两 个 ) 所以， 了 2) 一 w* 杞 至 人 少 
有 两 个 零点 ， 这 两 个 零点 不 是 重点 〈 因 由 邻 域 的 性 质 ， /sy 二 其 
内 除 x， 外 再 无 蒜 他 等 点 ， 即 (8%) 夺 0)，。 即 有 %: E10t(CD,%! 泪 
z4， 使 Fx = 太 s)》=2， 这 与 国 数 jx) 的 单 时 性 相 矛 捕 。 下 是 
局 证 角 了 六 (zy 0，z EC 
“证 毕 ， 
推论 ”市 定理 2 及 86.1 的 定理 2 可 知 半 叶 解析 国 数 所 作 的 映射 
必 是 共 形 的 ， 


5， 单 叶 解 析 函 数 的 反 函 数 及 其 解析 性 
定理 3 设 通 数 w=f(x) 在 区 域 G 内 为 单 叶 解 析 ， 则 其 反 部 
数 工 (2) =J7'(w) 在 区 域 D=f(G) 内 存在 且 解 析 ， 并 且 


1 
F! _ 芒 FF! fi — 


【证 明 】 我 们 取 插 一 点 x EG 及 5 的 邻 域 Blso，pPp) = x: I% 
-wl 之 Pj 二 G (图 6.6) 。 显 然 ， ftx) 在 8 内 解析 ， 故 在 B 内 可 以 
展开 成 Taylor 级 数 

w= re) = (0 Ea) {1) 


其 中 4 从 由 定理 2 ， .=f1(x) 0， 


作 阁 周 了 = i%: | =poy 乞 B, 机 于 图 数 wy =f/(%) 为 单 叶 ， 当 
os SEIntt), w=/ (0%) Rw, = 
设 了 = 六 门 ， 状 令 86=dpo 了- -一 各 到 六 的 碟 离 。 于 是 以 
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为 中 心 的 图 域 站 = 人: 多- 内 的 每 一 点 2 前 有 
fC%) 一 wl > [wj wl| EE 
了 于是， 由 Rouche 小 理 香 方 程 
一 0 与 大 5) 一 多 = 于 (5) -+ CW 0) = 


图 6.6 


在 7 内 部 有 同样 个 数 的 根 ， 但 藉 中 第 一 个 方 积 内 有 一 个 根 x 因 
此 ， 第 一 个 方程 也 内 有 一 个 根 候 为 x,， 卫 
Cs 一 名， 

所 以 在 邻 域 |z-~ wl -6 内 确定 了 一 个 单 信函 数 = 上 (om)， 还 
数值 属 十 加 域 jz - 各 <p, 这 个 还 数 就 是 疯 数 w = 了 (lx) 的 反 沿 数 ， 
一 -下 (w) =f "(ww) 存在 ， 

由 上 述 关 于 闻 数 FCw) 存在 性 的 证 明 可 以 看 出 函数 = 了 (ww) 
在 ， 点 是 连 纱 的 ， 

基于 反 毅 数 的 解 术 人 性， 我们 证 明 如 下 ， 

慰 
J) 1 


mr 好 一 让 
1im 一 一 一 
入 至 旦 四 区 EE 


lim 
一 和 让 总 呈 类 1 


"1 一 


lim f (x) —/ {x0) 了 六 之 站 
息 一 性 由 


让 一 贡生 
了 工 
站 


由 于 和 起 x 的 任意 性 ， 即 知 = 广 "Cw) = 了 (ww) 在 区 域内 
解析 . 


Cf (Cw) = {2% EE = (20) Et 0D), 


(证 毕 ) 
$6:3 Riemann 存在 定理 及 边界 对 应 定理 


1， 共 形 映 味 的 基本 问题 


共 形 总 射 所 讨论 的 问题 主要 是 ， 

第 一 ， 已 如 区 域 G 及 庙 射 w =f(%)， 求 区 域 如 在 少数 w=J x) 
的 映射 下 的 像 域 1(G) = 了 

第 二 ， 已 项 区 域 G 及 区 域 D， 求 将 区 域 口 共 形 地 映射 成 区 域 DD 
的 解析 函数 。 

第 一 类 问题 是 基础 ， 第 二 类 问题 是 在 第 一 类 问题 的 基础 之 上 更 
进一步 地 应 肌 。 讨 论 这 两 类 问题 的 理论 根据 就 是 十 面 要 介绍 的 两 个 
定理 ， 存 在 性 定理 与 边界 对 应 定理 ， 


2。 及 ietmnann 存在 定理 


定理 1 《Ricmann 定理 ) 设 $5, 平 商 的 单 过 通 区域 的 边界 
至 少 有 了 商 个 点 ， 则 在 和 内 必 存 在 一 个 单 是 解 术 画 数 w =/s) 苦 各 共 
形 地 映射 成 98。 平 面 上 的 单位 圆 域 | 中 之 1. 如果 沙 数 w = x) 满足 
条 件 ， 
Fe =0, Ly EG argf' (zo) = po, Opo 2n, 
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则 是 叭 一 的 ， 其 中 yg 为 一 常数 ， 

这 个 定理 的 证 明示 较 复 杂 ， 这 里 团 去 证 明 ， 现 对 定理 的 唯一 征 
条 和 件 作 以 十 简单 地 说 明 ， 

fw) =0 的 几何 意义 是 ， 区 域 6 的 指定 点 x。 变 成 Ye 平面 单 
位 圆 域 lej <<1 的 圆心 ; argf'(%0) = go 的 几何 意义 是 ， 在 5 与 实 
轴 的 平行 线 痰 解 为 一 yg。 的 方向 酸 射 为 4。 平面 的 实 轴 的 正 同 ， 

男 外 由 于 产 (xo 汪 0， 表 示 着 区 域 G 过 %， 县 平行 实 轴 的 正 癌 ， 
映射 成 4 平面 过 惰 点 的 实 轴 的 止 阿 , 

本 此 ， 定 理工 的 上 述 条 件 亦 可 表示 感 ， 

了 (站 站， 

黎 紧 定理 给 出 了 区 域 C 到 区 域 卫 共 彩 映射 的 存在 性 与 唯一 性 ， 

有 了 Ricmann 定理 ， 就 可 以 去 寻求 满足 条 件 的 映射 了 


3 边界 对 应 定理 

定理 2 (这 界 对 应 定理 ) 

设 两 条 简单 也 曲线 上 C 及 忆 的 内 部 分 别 是 单 连通 区 城 e 及 只 ， 印 
G=int(C)，D=int(m。 如 果 函 数 w = 六 xz) 在 一 个 GUC 的 区 域 
上 解析， 并 且 将 C 双方 单 值 地 映射 成 PP， 列 w=f(%) 在 避 内 为 单 叶 
解析 并 将 6 共 形 地 映射 成 也， 

这 个 定理 给 出 了 解析 函数 为 单 叶 的 充分 条 件 。 称 为 边界 对 应 赴 
理 ， 

[证 明 】 证 明 的 关键 是 证 明 等 式 
D=f(0) 

首先 ， 设 ws 为 了 内 任意 一 点 。 我们 要 证 有明 “EACG)， 且 方 

程 f(x) -w=0 在 5 的 内 部 只 有 一 个 根 。 依 辐 角 藉 理 


.1 四 
N =argty We) 
当 % 滞 C 的 下 向 绕 行 一 周 时 ， 而 = 六 zx) 为 双方 单 值 ， 故 只 能 
沿 瑟 的 正 向 或 俩 赂 绕 行 一 局。 因此， 起 点 为 加 ， 终 点 为 .上 的 


的 向 量 > - 2 应 该 旋转 角度 上 sx。 于 是 
N= LITarg (pw 下) 二 土 1， 
Wh 


因为 左 问 大 零点 个 数 N 守 0， 所 以， 省 端 应 取 1 ， 即 w =f(z) 必须 
注 的 正 向 绕 行 ,并且 方程 fx) 一 加 = 人 0 在 区 域内 凡 有 -… 个 根 ， 
其 次 ， 没 各 位 于 了 的 外部， (有 妈 和 ,Eezxt())。 规 下 W 
J(G) .因为 山 
NN = Targ Cw ~ w) 一 站 


购 方 程 六 xs) -= 在 冬 具 元 根 ， 

最 后 ， 设 和 为 六 上任 瘟 点 ， 我 们 来 证 月 方程 f(x) = 和 在 
DD 内 元 根 ， 现 假定 DP 内 有 -点 使 (x0 = 刚 可 得 一 个 以 和 为 
中 心 的 圆周 +， 和 使 对 * 凡 部 任意 - :点 w， 方 程 f(x) =w' 在 DPD 内 有 根 
( 因 f(D》 为 区 域 ，w， 海 基 内 点 ) 。 尤 其 在 了 内 部 取 一 点 w 位 
于 的 外 部 ， 由 第 二 种 情况 的 证 明 方 程 f(z) =w' 在 也 内 无 根 ， 这 
就 产生 了 了 矛 拓 . 

综 上 所 述 ， 可 兄 画 数 = 六 >)》 在 上 内 音 时 解析 ， 并 区 G 其 形 
地 映射 成 夏 的 内 部 DD 

(证 上 毕 ) 

进 界 对 应 定理 除 给 市 通 数 的 单 叶 性 充分 生性 之 处， 还 给 开 了 如 

何 寻 求 区 威 科 的 像 正 D=fCG) 的 具体 方法 ， 即 具 须 将 区 域 刀 的 边 


界 曲 线 的 像 找 出 即 可 ， 
[ 屋 1】 试 让 肖 数 w =%: 把 圆周 的 内 训 映 时 成 心脏 线 的 办 部 
{如 图 6 :7) 


事实 上 上， 旭 果 将 通 数 w=x* 表示 成 极 坐 标的 形式 ， 即 令 
第 一 Pei 区 二 了 人 


册 | Wy -- Pi'? = yest 


所 以 ”r=wVp， 0*= 访 


图 6*7 
而 S$。 上 的 圆周 的 极 举 标 形 式 为 


-COSH 
于 是 其 对 应 的 像 为 
pp 一 Cos 性 


印 0 Cos 全 = 计 (1 + cosop) 


这 基 心 脏 线 ， 
由 生硬 22， 可知 w=%* 将 圆周 内 部 共 形 地 屿 射 成 心脏 线 的 内 
部 。 


$6.4 分 式 线性 映射 


在 运用 共 形 映射 的 方法 解决 实际 问题 或 研究 解析 吓 数 的 几何 性 
质 时 ， 有 一 类 肯 教 起 着 非常 重要 的 作用 ， 这 就 是 分 式 线 性 函数 所 构 
成 的 有 映射 ， 

1. 分 式 线性 映 和 届 

我 们 称 弄 如 
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六 二 4 dd 一 下 1) 
的 冰 数 所 构成 的 映射 为 分 式 线性 映射 。 共 中 4a，5，c，4 乡 为 任意 
复 和 常数 ， 
为 了 更 好 地 研究 分 式 线性 映射 的 性 质 ， 我 们 先 讨论 邵 下 四 种 最 
向 昔 的 回身 ， 
(9 线性 映射 始 一 艺 十 贡 (2) 
合 wWti w +i,s 


由 有 


Wti, r=yte, 
这 团 好 是 解 丁 上 儿 何 里 的 平移 . 
多 ”相似 上 映射 证 = 六 人 全 (3) 
念 岁 =8d+i 5%=%+i 则 有 
= pp 
显然 ， (3 〉 式 所 作出 的 峡 射 是 将 » 的 实数 部 分 及 有 虞 数 部 分 同时 和 伸 
痕 + 人 和信。 因此 ， 它 基 相 似 上 映射 ， 
旋转 鼎 射 由 二 ex (4) 
仿 = 二 十 zp， 多 三 十 六， 央 有 
EK= xCOS0— yin0, v=xsind + ycostd 


它 是 解析 几何 中 的 旋转 变换 。 
@” 反 演 映射 > = 一 (5 ) 


在 侣 "3 一 2 中 曾 称 由 函数 w= 过 记 作 的 映射 为 反 演 映 身 ， 并 论 


述 了 它 阴 一 些 性 质 ， 

为 研究 分 式 线性 映射 在 无 穷 这 点 所 构成 的 肤 射 ， 有 必要 引进 关 
于 无 穷 远 点 处 交角 的 概念 所 谓 一 直线 在 无 穷 远 点 的 交角 a 就 是 指 
这 两 条 曲线 在 ”= 二 胰 射 下 的 像 闸 线 在 原点 的 交角 为 “， 
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因此 ， 反 演 觅 射 % =.1 名 =0 及 x=00 处 是 其 形 的 ， 从 而 它 


在 扩充 平面 人 和 在 苹 形 时 ， 
司 ， 贞 王 述 浴 正 可 证 频 射 
和 二 RS 十， 《2 站 ) 《6) 
在 扩充 平面 4 上 是 共 形 的 。 这 是 央 为 
= 0， 
依 引 民生 理 2 ， 责 知 贞 射 在 x 夺 50 的 天 点 部 是 直 形 的 . 
答 证 w=a%g 二 让 村 名 =o0 (此 像 点 ww =o0) 共 形 ， 我 们 令 
1 


1 
wo =— 
Ea 


六 代入 2 = axz 二 8 中 得 


| “一 .了 
E a F + 
BI] 
2 (7) 
” pid 


5 =0; w= 时 ， ££=0, 且 


He BE ab Ee 1 
A 


一 -一 本 一 一 一 可 


A 
点 映 计 7 在世 =0 相 是 共 形 的 。 即 x = oo 相 是 共 形 的 ， 
ft w= -在 0 及 品 外 的 共 形 性 ， 可 知 w = ds + 在 %= 0 相 是 共 


形 的 ， 因 而 畏 数 证 = as+ 开 在 扩充 平 曾 9。 上 是 共 形 的 ， 


2. 分 式 线性 映射 的 共 形 性 


现在 生 们 米 讨 论 分 式 线性 觅 射 《 荆 ) 的 未 形 竹 ， 
首先 证 明 分 忒 线性 冉 时 (1) 足 在 扩充 平面 上 的 单 叶 亏 数 . 
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事实 上 上 ， “了 
4 日 时 
2 1 , 癌 一 所 上 rr 加 本 


人 认 翅 钱 竹 瞎 射 《1) 是 解析 的 ， 
间 5= 一 全 时 ， 规 定 w=o0; 二 = oo 时 ， 规 定 ，z = 了 ， 因 之 


分 式 线性 国 数 〈1) 将 扩充 平面 他。 映射 成 扩充 平面 了 。, 依 生 叶 虱 
图 数 的 定义 ， (I) 还是 一 个 单 叶 中 射 . 由 {1) 依 x 人 解 出 得 
(C12) 的 友 困 装 仍 是 分 式 线性 国 数 

二 二 《8) 


因此 ， 分 式 线性 映射 (1》 式 在 扩充 半 曾 5 上 是 音 叶 的 . 
其 次 ， 讨 论 (1) 式 的 其 形 性 ， 山 于 (1》 式 的 导 牧 
dw ad bs 
dz st dy) 


在 扩充 平面 8. 上 除 s=oo、x= - 二 外 ， 处 处 存在 且 为 异 于 零 的 有 


限 数 。 记 以 分 式 线 性 上 映射 《1) 在 扩充 平面 5 上 上 ， 除 上 = co 政 x 
= -所 外 是 共 形 的 . 


为 了 说 明 (1) 在 扩充 平面 5, 二 是 共 形 的 ， 我 们 将 分 式 线性 遇 
射 分 解 成 线性 映射 
入 一 


与 反 演 映射 


二- 


AT 
-mu 


之 积 “( 顺 次 映射 之 组 合 ) ， 理 实 上 ， 当 =0 了 时 ， 变 胞 虹 旭 《6) 式 
y= wt 
= 


d 
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的 映射 。 当 es<0 时 ， 《了 工 ) 可 以 野 成 
8 和 4 二 时) ctrs t+ A) 


alcw+ dy tae— ad 


r{es + dy 
emad, 1 a 
e ci 3 
它 了 就 是 下 而 革 种 贞 射 
f= e+ 
1 
上 了 
pe— ad a, 
c ¢ 


的 组 合 ， 

在 上 一 段 中 ， 我 们 已 经 说 明了 型 如 《5) 与 6》 在 扩充 平面 
Js 上 构成 共 形 有 喘 射 ， 因 而 分 式 组 性 映射 《1)》 在 扩充 平面 9 ,上 上 也 
构成 共 形 映射 ， 


535， 分 式 线 性 映射 的 保 圆 性 


定理 1 分 式 强 性 上 映射 (1) 将 4， 平面 上 的 图 周 《或 直线 ) ， 
正身 成 4。 平面 上 的 圆 商 或 直线 。 
[证 胡 】 凡 实 数 域 于 任意 圆周 汶 


fx 十 有 x+TCYy+ 有 = (oy 
其 中 44，B，C, 也 几 为 实 常 数 ，B+C?>AD, 当 A=0 时 ， (9) 
式 变 成 直线 。 
由 于 
% 一 (5), y=:(S ~ 


入 “9) 式 后 便 有 圆周 的 复数 形式 
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A 十 i 二- 了 下 (10) 
其 中 A'，D' 仍 为 实 常数 ，a = 二 (Bi C7) 
四 而 (10) 表示 图 或 直线 的 一 般 方程 ， 而 卫 表 水 圆 时 { 妈 A' 
0 时 ) ， 此 圆 的 中 心 及 举 径 可 顺便 求 出 。 把 (10) 改写 成 下 面 的 形 


5 1 An 
(2+) (B+ ) = 凤 2+ A 


所 以 中 心 是 一 一， 半径 的 平方 是 axa 一 AD)/AY, 因 此 (0 式 


gaa 一 D0 有 芭 B+ CAID' 表亲 实 间 ， 
由 于 分 式 线性 鼎 射 可 县 分 艇 成 型 如 ， 
吉 二 A% 十 上 及 六 = 


的 组 合 。 已 知 型 如 = ex + 的 映射 保 特 图 周 的 不 变 ， 在 w= 二 前 


频 射 下 ， 《10) 式 变 为 
人 Araw+ay + Dy Y=, (AD 为 实数 ) 
具 像 曲线 表示 圆周 或 直线 ( 依 了 了 是否 为 零 而 定 )， (证 毕 ) 


我 们 称 位 于 阁 心 在 4 点 的 加 的 同一 侧身 线 上 的 且 满 足 关 系 式 


[21 al je 一直 = 及 
的 点 x 与 x。 为 关于 圆周 r: [zs 一 a = 的 对 称 点 ， 
并 入 规定 圆心 xz 与 点 名 殉 关 于 上 述 的 圆周 ”为 对 称 的 点 。 
关于 对 称 点 ， 我 们 有 如 下 的 定理 ， 
定理 2 在 3, 上 的 两 个 点 % 与 x: 关于 圆周 + 为 对 称 的 充分 
必要 条 性 是 ， 通 过 点 xz! 与 2 的 任意 圆周 部 与 子 正 欧 ， 
[证 明 】 当 7 为 育 线 的 悄 形 时 ， 线 段 xss 必然 被 了 所 垢 直 平 
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钞 ， 证 埋 显然 成 女 。 下 哲人 谎 吏 了 为 图 周 芝 =~ 司 = 及 的 税 形 斯 避 证 
明 ， 
首先 江上 明 必 习性 ， 
由 了 2， xs 关于 图 
周 六 对称 ， 依 对 称 点 的 证 
吧 ，2 二 位] 从 < 
出 发 的 一 条 射线 的 同 侧 工 
(如 图 6.8) ,和 作 i s,s 的 
任 一 图 周 ( 非 直线 )。 设 为 
5。 出 4 作 # 的 切线 a5， 
为 切 点 ， 岂 平 商 几何 关 十 
毛线 与 割 线 的 关系 , 可 拓 ， 
攻 一 < 
但 由 由 与 x: 关于 圆周 为 对 称 点 的 证 艾 ， 赴 帮 


‘1— a] lss— el =R: 


所 以 
—#| = RR, 
这 说 明 必 是 图 周 r 的 举 花 ， 故 5 与 > 正 交 。 

上 其次， 米 证 明 充 分 性 ， 

设 过 % 与 和 的 多 一 个 圆周 都 与 7 直 交 。 过 1 与 x: 作 任 一 
加 所 ( 非 直线 ) 5， 则 5 与 + 正 交 ( 设 交 点 之 一 为 ， 央 而 ?的 
半径 下 必 为 6 的 切线 。 

因为 连接 x， 与 xs: 的 直线 的 延长 线 必 过 圆心 4 出 丁 题 讽 过 % 
与 : 的 侠 一 圆周 都 与 7 止 变 ， 妆 然 过 | 与 xs 的 直线 也 导 ” 正 诡 ， 
于 是 %， 与 也 同和 位 十 出 3 出 发 的 射线 上 ， 并 县 

及 一 jx 一 
般 氮 % 与 % 关于 + 对 称 ， 
《证 毕 ) 

下 面 给 出 分 式 线 性 中 轩 也 县 有 对 称 点 的 不 补 恒 的 定 囊 。 
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定 于 5 设 4. 上 的 隔 点 六 与 ss， 关于 图 周 > 为 对 称 。 和 = 于 (>) 
为 一 分 式 钱 性 靖 数 ， 碚 四 = 开 ( 人 (与 和 了 工 (zs 两 点 关于 图 周志 = 
LO) 必 为 对 称 。 

{证明 1 没 信 证 和 二 经 过 点 mi 与 加 的 任 一 圆周 在 分 起 
线 御 上 隐身 Ltz) 的 作用 下 ， 贺 局 了 一 4 光 像 为 天 = 我 们 号 
须 证 明 入 与 站 小 交 即 林 ， 

了 现 设 过 > 与 x 的 其 一 加 周 为 G， 并 使 入 =L(5)。 依 定 埋 2 
柯 和 ?下 交 ， 几 分 成 束 性 瞎 瑚 的 其 户 竹 ，5 与 2 的 像 ， 和 = 
Jt6) 三 让 = 上 (和 ) 也 止 人 交 、， 自 宗 理 2 便 得 ww， 与 wr 基本 天 = 人) 
六 对 茵 。 

(证 毕 ) 


5. 交 比 不 变性 
设 在 4$。 上 ， 顺 次 和 四 个 下 性 的 点 xs 2， 由 它们 所 构成 
的 比 


称 沪 它们 的 底 比 ， 稻 记 为 {3，S2， 有， 名。 当 有 一 点 为 06 了 时， 将 合 
co 的 项 用 工 代替 。 情 如 没 x = co 时 ， 则 交 纪 为 
1 . 1 


已 Er ee 一 
(oo0, ys gs 1) a 
| ™ 所， 区 一 22 


定理 4 古人 分 此 线性 图 数 腊 射 个 ， 四 点 的 灾 比 丰 亚 。 
5 证 明 工 我 们 只 绿 焉 型 好 
二 


及 型 如 


1 
入 三 一 
ee 


的 映射 来 证 明 变 引 的 不 下 性 即 可 ， 
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当 -as+b 时 ， 沟 
Wi 一 他 区 十 中 {f= 1,2,3,4) 


风 
其/ 一 其 | 。 如 一 名 | (i 十 b} — (ud%,+ b). (ax t+ 6) 一 《8 区 1 十 站 
Wi We WW {azit BCagst Bb) 《G2 十 看 ) — (Caret &) 
md 
Fi " 
1 
2 =- 一时， 下 
总 
1 ，， 
WwW, (I =1, 2,3,4) 
Si 
则 
1 _1 1 1 
| 
XY 
一 
所 以 定理 成 立 ， 


‘证 半 ) 


6. 分 式 线性 函数 的 确定 


由 于 分 式 线性 映射 
w= th. ad bc) 


全 有 四 个 铺 数 4， 扣 rc，4d。 其 中 至 少 有 一 个 林 为 零 ， 并 以 这 个 参数 
饥 除 分子 分 答 ， 使 分 式 线性 映射 变 成 售 三 个 参数 的 函数 ， 因 此 ， 在 
和. 与 了 .平面 EL， 任 意 指 定 三 对 对 应 点 x 与 wi(i=1，2，3) 代入 后 
便 得 一 方程 组 。 册 此 方程 组 可 唯一 地 求 册 三 个 参数 。 即 分 式 线性 函 
小 由 二 对 对 应 左 2 人 =1，2，3) 与 % 所 唯一 确定 。 这 就 是 下 面 的 
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定理 ， 
定理 5 谈 和 分 式 线 人 性 函数 将 9。 平 而 上 三 个 相 异 点 zw,，%:，%: 分 
别 频 射 成 加 ，ws，%，， 则 此 线性 映射 就 唯一 确定 ， 并且 可 以 写成 
WW a 
入 一 逢 各 一 入 各 一 多 ] 多 2 一 站) 
【证 明 】 让 和 Sw = 2, 3) 次 为 有 了 琅 点 时 ， 我 们 杂 助 
于 一 个 辅助 平 而 5， 把 ,平面 上 的 三 个 点 ， Ti ps 5 忠 射 成 对 平面 
上 欧 三 个 定点 ，0 ， 1 ，co。 其 员 体 机 射 式 为 


上 = 癌 一 | ri 


同伴 ， 了 .平面 上 的 三 个 定点 wv.，%z，% 分 草 觅 射 成 和 平面 
上 的 三 个 定点 0，1， oo， 其 映射 为 
Fo 
于 一 知 和 ?一 六 | 
因此 有 
六 一 攻 多 一 区 -区 
名 一 各 类 2 一 于 | 思 一 痪 | 各 se 一 名! 
依 w 解 之 ， 便 得 所 求 的 分 式 线性 喘 射 . 
当 zi; 或 8 中 茶 一 个 为 0 时 ， 则 会 吕 的 那 一 项 就 用 1 代 才 ， 
和 例 如， 当 ;= oc，%=996 村， 如 有 


尝 一 及 | 1 _ 1 Er | 
1 WC 地， 中 一 区， 
Rp 
务 z 一 党 
基站] 十 第; 一 其 | 一 一 
-i 


将 5, 上 三 点 oo， Tay 映射 成 5 上 三 点 各 1 日 zs OO 
这 种 映射 是 唯一 的 ， 
(证 毕 ， 
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$6.5 分 式 线性 映射 的 应 用 


由 于 分 式 线性 映射 具有 把 圆周 (或 直线 ) 映射 成 圆周 的 性 质 ， 
所 以 它 在 处 理 近 加 为 癌 周 或 直线 的 区 域 的 映射 鞋 具 有 很 天 的 作用 。 

设 w = 工人 sx) 是 一 分 式 线性 映射 ，7 为 9。 上 的 一 加 其 . 

依 fordan 定 埋 ,3 ,平面 被 圆周 划分 为 两 个 区 域 ， 如 果 7 将 ?。 平 
面 分 成 区 域 由 与 由。 下 = 工人 将 4。 平面 分 为 区 域 D 与 D:。 为 了 
确定 对 应 的 区 域 ， 本 用 如 下 丙种 方法 ， 

第 一 入 方 法 是， 在 一 个 区 域 全 如 4 中 ， 了 可 一 点 mm， 如 时 如 = 
L(x0) ED， 则 可 以 断定 DP,= 工 (41)， 和 否则 ，DP: = 工 (4,) 

第 二 各 方法 是 : 在 7 上 任 取 三 点 gi，zs，xs， 当 我 们 沿 2 
xs，% 顺 次 绕 行 时 ， 刀 在 观察 者 前 进 方向 的 左 侧 ， 对 应 瑟 沿 w， 
yy:，y%; 顺 次 绕 行 忆 时， 在 观察 者 前 进 方向 堪 铺 的 区 域 就 是 4 的 
像 ， 例 如 : 过 2 作 了 的 法 线 x， 人 使 x 全 于 4 内 (图 6.9) 。 于 
是 沿 x,，z:，% 方向 观察 时 ，# 在 观察 者 前 进 方向 的 左 方 ， 对 应 
地 # 的 指 N = 工 ( 太 是 过 并 与 7 正 交 的 一 段 则 骤 (或 直线 段 ). 
由 于 分 式 线性 映射 在 z， 点 具有 兴 形 性 ， 顺 着 %,，w:，#, 观 察 时 ， 
N 世 应 当 在 观察 者 前 进 方向 的 左 方 ， 因 此 ， 在 %，ws，yw， 左 方 的 
那个 区 域 束 中 4， 的 像 ， 
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RE 
我 们 应 用 分 式 线 性 映射 的 计 种 性 奈 ， 给 出 在 共 形 映射 中 经 党 使 
用 的 三 个 重要 例子 ， 
【 例 1】 试 证 将 上 半 平 面 共 形 地 映 庙 成 上 半 平 面前 分 式 线性 映 
射 为 


2 十 
= 下 (ad — be >0) 


其 中 4,8，c，4 缘 为 实数 。 

[证明 ]〗 事实 上 ， 上 半 平 面 的 边界 者 是 实 轴 ， 廊 以 欲 使 上 半 平 
面 映 射 成 上 半 平 而 ， 必 须 将 实 轴 轴 射 成 实 轴 ， 且 保持 问 向 ， 邵 实 轴 
上 的 施 轻 角 应 是 9 ， 所 以 必须 有 有 


dw _ ad— br ~ 0 
ds (ce td 


(如 图 6109 扩 故 :)， 


]mw 0 


OQ zo 区 0 Wn [a 
图 010 


如 果 sa，2， co， 4 篆 为 实数 ， 且 当 44 =- 产 二 0 时 ， 则 分 式 线性 
频 射 将 上 尘 平 面 映 稻 成 下 半 有 平面， 

[ 例 2】 求 将 上 举 平 面 ，Imz>>0 艾 形 地 贞 射 成 划 位 图 域 ， [vw 
“1 的 分 式 线 性 有 映射， 并 使 二 并 平面 的 一 点 a (Ima 污 人 0 上 映射 为 w = 
0. 

【 解 ] 欲求 上 半 平 面 禄 单位 加 域 的 分 式 线性 频 前 ， 山 将 5, 平 
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面 的 实 轴 陨 射 成 了 。 平面 的 单位 圆周 。 再 由 分 式 钱 性 映射 具有 对 称 
友 的 不 变性 ， 点 s 关 于 实 辅 的 对 称 点 如 应 当 喘 射 成 w= 关于 单位 
图 周 jz =1 的 对 称 点 w =e。 因此 这 个 上 映射 具有 如 下 的 形式 


Ys—# 
x 二 长 -- 
加 一 让 


其 中 天 是 种 数 ， 头 二 天 的 确定 ， 应 人 策 实 轴 二 的 一 点 ， 例 如 2 =0 (为 
计算 方便 起 见 ) 映射 成 单位 圆周 上 的 一 点 w. 这 时 有 


小 二 区 和 
三 


因此 
1 -II = 
' 六 | 


所 以 居 =e (6 为 实数 ) 。 寺 是 所 求 的 上 映射 为 
一 
如 :- 7 CI) 

这 里 主要 应 用 了 分 式 线 性 上 映射 的 保 圆 往 及 对 称 点 的 木 变 性 ， 在 
(1) 中， 加 果 和 参数 8 与 4 都 确定 了 ， 则 有 观 射 便 蚌 唯一 的 。 如 果 
其 中 一 个 参数 被 给 定 ， 就 到 确定 另外 的 一 个 参数 。 通 常 确定 6 的 办 
法 基 ， 或 者 指定 辅 上 一 点 与 单位 圆周 上 革 一 点 的 对 应 关系 ;或 者 指 
出 蜗 射 在 j=4 处 的 旋转 角 arg 了 '(ta) .5 上 蜗 射 (1) 在 %“=4 椒 族 
转角 arg 广 (与 8 有 何 关 系 ? ) 

[ 例 3】 求 将 单位 图 域 ， 才 | <<1 鞭 形 地 映 庙 成 单位 图 域 ， |w| 
之 1 的 分 式 鲁 性 映射 ， 并 使 一 点 【| 可 过 1 映射 成 w=0， 

[ 解 ] 出 分 式 线性 喘 射 的 保 回 性， 将 单位 加 成 “|x| <1 映射 成 
单位 圆 域 lw| <1 的 分 式 线 性 映射 必 将 圆 局 |z| =1 冉 射 成 圆周 jy 
=1 ,根据 分 式 线性 上 映射 具有 对 称 点 的 不 变性 ， 设 点 a( 记 0) 关于 单 


位 圆周 zi =1 的 对 称 点 为 += 十 ， 它 们 分 别 被 上岗 射 戌 关于 单位 国 


三 
周 | 四 =1 的 对 称 点 多 = 与 » 二 20 因此 ， 所 求 映 射 应 为 


其 中 天 是 常数 。 
为 了 确证 K， 可 以 取 单 位 图 周 上 的 一 全 特 殊 点 “= ， 使 它 觅 
射 成 网 周 “jw| =1 上 的 一 点 ， 于 是 
区 了 二 =1, 


i 


Rd == 本 大 =e (6 为 实数 ) 、 所 求 器 射 为 


《2 


(2) 式 的 唯一 性 ， 有 得 于 实 参数 9 及 参数 “的 确定 ， 
读者 可 以 验证 ， 当 四 >1 时 ， 则 (2) 式 将 |z| <1 映射 
成 jw| >> 寺 ， 
上 了 上述 三 个 例子 在 边界 为 圆周 的 区 域 间 的 揣 射 中 起 着 重要 作用 ， 
因此 要 求 读者 把 它们 当做 公式 记 住 ， 
【 例 4 ] 设 过 点 “与 4 的 圆 弧 所 围 成 的 区 域 为 c， 试 求 C 在 分 
w = 太一 5， 玉 为 常数 


映射 下 的 像 域 D， 
【 解 ] 函数 


yo 
w= 人 


是 分 式 线 性 隙 数 ， 它 共有 保 轩 性 , 它 将 5, 平面 的 %=4 及 w=6 
分 判 映 山 成 yw 下 面 的 w=0 及 w=co。 把 围 成 6 的 两 圆 弧 映射 成 
过 w=0，w= co 的 两 条 严 角 仍 为 2 的 射线 ， 因 此 区 域 G 的 像 域 是 
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骨 域 (如 图 6.11) ， 适 当地 选取 关 ， 则 给 定 的 函数 可 以 使 二 角形 
区 盛 e 共 形 地 轴 射 成 角 域 六 ， 


0<<argw < 


上 述 的 国 数 
2 
所 构 或 的 映射 ， 称 之 为 二 角形 映 自 ， 
二 角形 映射， 有 将 有 限 的 图 缴 或 线 役 恋 成 无 限 的 直线 的 特殊 
功用 .因此 图 缴 同 所 类 的 区 域 戎 要 普 成 角 域 ， 常 常 使 用 二 角形 映 
届 ， 


总 之 ， 将 了 3。 上 的 两 个 有 限 点 <、& 中 的 一 个 变 成 5 上 的 无 穷 
远 点 ， 另 一 个 变 成 原点 时 ， 使 用 二 角形 映 身 是 非常 奏效 的 ， 关 于 这 
方面 的 例题 与 习题 在 后 边 还 将 遇 到 ， 


下 题 6 有 


1 求 分 式 线性 函数 z= 4 十 7，4d - 4 所 0 使 多 平面 上 的 寺 


线 与 4。 平 面 上 的 单位 医 周 相对 应 的 充分 些 要 和 条件， 
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3， 有 求 分 式 线 性 冰 数 了 = +，4d 一 bce0, 合 了。 平面 由 三 


ced 
国 弧 记 男 成 的 三 角 展 与 5。 平面 上 的 直线 三 角形 相对 应 的 充分 必要 
条 件 ， 
3. 如果 ”= 全 十 将 单位 圆周 变 成 直线 ， 其 系数 应 满足 什么 


人 条件? 

4、 斌 求 料 了。 平面 的 上 半 有 平面 跨 射 成 5 于 面 的 上 举 平 面 的 
分 式 线性 映射 的 一 般 形 由. 

3. 试 求 将 3 了 平面 上 的 单位 回 域 ， 和 | …t 贞 射 成 5 平面 的 
单 你 图 府 外 部 ， ol .1 的 分 式 线性 映射 的 :一般 形式 ， 


请 ， 分 式 线 性 苯 数 风 = 一 将 和 角 域 G= {x: (dmz 0) "(Res 


站} 站 射 成 什么 区 域 ? 

7 ， 将 5, 平面 的 十 半 于 夯 Ims220 共 形 屯 腊 射 成 343。 平面 的 
单位 网 威 : | 中 的 分 式 线性 攀 射 
人 


pe - 。 
名 一 下 


其 在 “=x 处 的 旋转 角 2rgJ (9) 等 于 什么 ? 试 让 之 ， 
8。 求 上 举 平 面 到 单位 园 域 内 的 分 成 线性 爱 射 ， 且 使 (7) = 
0, fF' (2) -0. 
9. 求 上 半 平 夯 到 单位 加 域 内 的 分 式 线 性 跨 射 ， 生 使 (27) = 
0， 产 上 2 站 -0。 
10， 求 所 2+7 淡 于 圆周 
3) :x[ =1y 2) [sf#|=3 
的 对 称 点 ， 
1 求 上 尘 有 平面 到 上 半 平 历 的 映射 ， 且 入 
了 (= 六 = (Ima. 0，Emt DO) 
132， 求 单位 贺 域 :1 x] 二 1 到 单位 图 域 : |w| 二 1 且 满 足下 
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列 条 件 的 分 式 线性 贞 射 ， 
Df (下 -0 argf'(s)=0. 
2) f(0) =0, argf’'(0) = -二 


13、 设 国 数 w=f(%) 存 lg| 一 1 办 解析 ， 昌 是 -将 | 中 过 三 有 由 
蔚 契 加 | < 人 试 证 ， 


『 (3)i 
1 = 二 
.在 13 题 的 条 件 下 试 证 ， 
LT 


其 中 =E |x| <<1, f(a) =0. 


36.6 某 些 初等 通 数 记 构 成 的 映射 


第 二 章 中 已 经 对 初等 晃 数 的 分 析 性 质 及 代数 性 质 作 了 一 些 讨 
论 ， 但 没有 涉及 到 它们 的 映射 镍 质 。 实 际 上 ， 它 们 的 映射 性 项 在 其 
形 虎 射 的 理论 和 应 用 上 都 占有 特殊 重要 地 位 ， 同 时 也 是 解雇 实际 问 
题 鸥 有力 工具 之 一 ， 

分 式 线性 映 射 是 初等 函数 的 一 部 分 ， 汪 面 我 们 已 经 对 它 的 映 冉 
和 性质 作 了 上 比较 详细 地 研究 ， 在 共 形 映射 问题 中 ， 有 必要 讨论 其 他 元 
个 常用 的 初等 尔 数 的 映射 性 质 ， 在 研究 这 些 初 等 函数 的 上 映射 性 奈 
时 ， 人 仍然 图 绕 着 映射 两 类 基本 问题 (6"3-1) 进行 


1。 磊 函数 与 根 式 函 数 的 共有 形 映 射 


我 们 曾 称 函数 w= <" 为 筹 函 数 ， 其 中 + 是 大 于 1 的 自然 数 。 它 
除了 x=0 及 w=oo 外 ， 在 $, 上 处 处 具有 不 为 零 的 导数 ， 即 


di 
dy 
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因而 寿 国 数 在 这 些 扎 处 是 共 形 的 ， 
为 讨论 它 的 映射 人 性质 ， 令 <= Pe 21 于 是 
T=p", w= w+2Kz C1) 
显然 ， 填 函数 有 如 下 的 映射 性 质 ， | 
中 射线 ，args 0 被 映射 成 射线 ， argw = #6 + 2Kn 
色 圆周 ，,#| =p 被 册 射 成 因 周 x] =7=p" 


@@。， 模 相间 ， 锅 角 相 盖 空 的 整数 们 的 点 s， 汪 x: 被 遇 射 成 同一 


后 | 二 入， 
由 单 叶 玖 数 的 定义 可 知 ，5, 平面 上 以 原点 为 项 点 ， 张 角 是 严 的 


和 骨 域 
Gy Ke argee (K+1) SK =0,1,0,.…,#— 1) 


中 的 任意 一 个 都 是 者 函数 wz = xz” 的 单 叶 性 区 域 。 因 此 ， 它 在 Gx 内 
构成 艾 形 映射 。 
国 单 叶 性 区 域 Gx 的 每 一 个 都 哮 射 成 5。 平面 上 路 去 正 实 
轴 时 角 域 
D: 0<arg» < 2 
《如 图 6 .12) ， 


图 8+ 12 
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作为 办 =x” 的 反 函 数 是 z= 必 2 上 中 二 0，# 字 2 它 特 3 下 
面 上 的 和 角 域 
D, Oargw. 2n 
其 形 地 上 映射 成 4$。 平面 上 的 萌 域 


Gx: 天 2 -afgx<< (K+1) 7 


K-00,1,2,..,4~—1 


《如 图 6 :12) ， 由 于 有 7 的 主 枝 (KK 人 是 也 工 的 单 
中 解析 图 数 ， 所 以 儿 将 己基 形 地 瞻 射 成 Ge 盐 他 沙 并 = 1 32， 
下 及， 出 分 校 分 副将 了 峡 叶 成 人 (ray Ci (如 图 6 - 12) 


2- 指数 函数 与 对 数 函 数 的 共 形 瑞 射 

指数 浮 数 = 知 在 任意 有 限 点 均 有 GG =#0， 因 而 它 在 5, 于 
而 上 是 波形 的 ， 

今 2 

r=e*, wy Kr t2) 
人 =0， 士 4 土 2，… 
由 此 训 以 推出 指数 畏 阁 如 = 后 的 如 下 映射 性 质 ， 

9 平行 于 实 胃 的 直线 = 被 映射 成 由 原点 出 发 的 射线 
argw =g =， 穆 虽 地， 实 轴 7 -= 0 被 映射 成 止 实 轴 ， 即 gg =argw = 
0, 

包 平行 于 虚 轴 的 直线 段 ， xx =>xo0sJ<a (0 as2n) 窒 映 
锋 成 以 闽 局 为 它 的 加 弧 :， ?re ，0 和 9 

因为 多 = 是 以 2xz 为 同期 的 国 数 ， 所 以 它 在 4。 半 面 上 不 
是 单 叶 苞 数 ， 为 此 ， 我 们 在 平面 上 选取 以 平行 于 实 轴 的 直线 族 

P=2Kn 及 y= in (KE=0, +l, +2,.":) 
为 边 ， 宽 虚 光 25 的 带 形 区 .成 
CR = KT Da， 天 为 腥 数 ， 吗 


-一 402 一 


上 1 


然 ，Gr 是 指数 函数 6 的 单 叶 性 区 域 。 且 w =. 

二 单 叶 性 民 域 Gx 责 射 成 9 于 面 上 除去 正 实 轴 的 区 城 D (如 
图 6 ， 13) .特别 地 ， 将 5。 平面 上 平行 于 实 办 ， 帘 上 度 为 x 的 带 形 
区 域 : 0 二 yi 人 7 映射 成 训 平面 的 上 羊 平面 : 

aa 平行 了 实 加 ， 赛 认为 A(0<#< 38x) 的 带 形 区 域 ， 被 肌 射 
成 外域 ， 0 二 arpgw 上， 


0 


= or td 
一 
NE 
2 


6: 13 


作为 指数 泡 数 w=s” 的 反 冰 数 的 对 数 削 数 ,x = 上 Logw 的 省 个 分 
梳 ， 老 在 已 上 单 叶 解 析 , 并 分 别 将 咏 走 形 她 喘 射 成 4。 平面 的 Gx， 
即 当 天 =0 峙 的 那 - - 枝 〈 宇 核 ) ， 将 卫 肌 射 成 6 天 = -1 时 的 那 
一 核 ， 将 了 共 形 地 映射 成 -by 过 等 。 显 然 ， 对 数 攻 数 所 作 的 
觅 射 都 号 人 分 枝 击 言 ， 


图 614 
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总 之 ， 指 数 琢 数 w = oe* 将 平行 于 实 轴 的 带 形 区 域 映 诗 成 角 域 ， 
对 数 消 数 的 单 值 枝 可 将 仙 域 叶 射 成 平行 实 轴 的 带 形 区 城 . 

例如 ， 指 数 琐 数 ww =e 把 矩形 区 域 G= {sx 和 之 
<0} 肌 射 成 扇形 区 域 六 = {yoni<r<ien, 各 <p 二}, (如 图 6 14). 


3， 水 ykKOBCKH 症 《人 屋 藻 夫 斯 共 ) 少数 的 映射 


我 们 称 型 如 
4 


的 函数 为 头 ykosgcwHi 函 数 . 当 % 六 0,z 革 oo 时 是 平面 的 一 个 有 理 
前 数 。 江 反 通 数 % = 哄 一 1 是 二 值 函 数 。 于 是 它 在 5 平面 上 
不 是 单 时 函数 { 双 叶 的 》.， 

为 了 研究 它 的 划 形 贞 射 问题 ， 我 们 必须 首先 来 讨论 它 的 昔 叶 性 
区 域 。 为 此 引进 如 下 定理 ， 


定理 ”并 YEKOBCEHE 滑 数 多 = 也 (x+ 二 ) 为 音 叶 的 充分 必要 条 件 


是 sx 《其 中 2 多) ， 

【证 明 ]〗 充分 性 ， 

设 当 % 洁 x,，% 2 守 1 时 ， 往 证 和 拟 ws。 我 们 用 反 证 法 。 仍 设 
入, 三 押 ;， 即 朗 


(21— x2) (1- 1 )=0. 


Ty 


因 府 ， 或 者 zx; = z;, 或 者 x.'%:=1, 这 与 题 设 相 泌 盾 ， 吉 3 Sa 
zzz 时 有 和 芝 #， 即 丽 数 w= 二 (z+ 二 ) 是 单 时 的 ， 


必要 性 。 假设 2 = 本 (2 十 一 ) 吓 单 叶 的 ， 往 下 zw, 计 1. 
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事实 上 上 ， 依 单 叶 性 的 定义 ， 当 % 志 x: 有 时， 应 有 


或 Cz) 一 %2) (- 元 )0， 


.因为 不 可 能 有 x = %;。 记 不 可 能 有 % so=1， 面 只 能 有 
1 
‘证 举 ， 

那么 94， 平面 上 到 底 什 么 幸 的 区 域 是 函数 的 单 时 性 区 域 呢 ? 根 
据 这 个 定理 ， 只 更 区 址 6 二 5 内 的 任意 两 点 % 与 z: 不 满足 关系 
式 ， 

Ts 1 
出 局 斌 是 站 yKOBCKH 站 辐 数 的 单 呈 性 区 域 ， 而 且 在 这 种 区 域 上 有 
胡 在 区 域 C 上 通 数 为 单 叶 解析 ， 

由 86.4 一 4， 可 知 【 谱 单位 圆周 C= tx:| z| =1))，inttC) 与 
ext(C)， 期 | 中 < 与 |%| .>1 都 是 单 叶 性 区 域 ， 因 为 在 这 种 区 域 
内 的 任意 两 点 都 不 满足 上 述 关 系 ， 

现在 来 讨论 在 沽 ykK0BCKH 衣 图 数 的 映射 下 ， C，int (C) 及 
ext(C) 都 被 映射 成 4。 平 面 的 什么 样 的 曲线 和 区 域 ? 


为 此 ， 今 % = pe W = 十 


则 由 (3》 式 有 
so 1 49 1 一 上 
#+ip= (Pp - py ) 
于 是 得 到 
1 1 
= (Pt )cos0, 5) 


— i105 一 


2 2 
| (6) 


QD 由 (6) 式 可 知 ， 它 把 9。 平 厨 的 回 周 |%| =p( 去 区 映射 
成 5。 平面 的 椭 闻 (如 图 6 :15) 


图 6"15 


名 单位 圆周 《: jz| =1 被 映射 成 5 平面 的 实 轴 上 的 线 跋 
CL-1,17. 
事实 上 ， 当 || =1 时 ， 即 p=1 时 ， 由 《5) 式 可 得 
#= CO50, 1=0 (0 2n) 
9! 
一 半生 <， 二 二， 
这 就 是 说 C: jz| =1 被 映射 成 [~ T，13， 往 返 一 次 ， 
人 边界 对 应 定理 ， int(C) 被 映射 成 5 平面 上 去 挖 线段 后 的 
区 互 卫 了 = 好 ww 一 1 二 Jo 下面 . 
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加 妆 # 拓 单位 加 两 由 的 任 一 国 周 js| = (42, 道 时 针线 行 
一 周 〈 妈 角 从 0 一 也 一 x 下 3m) 时 ， 对 应 地 为? 的 符号 可 由 关 
系 式 (5) 求 得 ， 于 是 可 确定 出 w 鸣 人 符号 如 下 ， 


| .， | . - + 

1 ] 一 一 十 + 

说 三 世 二 10 所 在 | m 机 了 
的 彰 蛆 1 ] 


印 芭 放生 出局 的 症 时 竺 方向 绕 行 一 周 ， 
同 理 ， 淄 p14 时 ， 汽 x 党 单位 圆周 外 部 的 任 一 图 周 i%| PP 


(2>1 邮 了 时针 纱 行 -: 周 《项 8 从 2r-r 二 mm > 人 时， 允诺 的 


也 是 沿 燃 贺 的 顺 时 针 方 向 绕 行 一 周 ， 

这 如 是 说 ，4: 平面 单位 图 周 的 四 部 ext(C) 也 被 上 映射 成 $s 平 
面 上 去 择 线 左 【 工 -4 和 1] 后 的 区 域 D= 好 [有 1 它 与 单位 加 
周 内 部 tnt (tC) 的 像 域 虽然 一 样 ， 但 基于 应 点 的 运行 方向 抵 好 相反 ， 
所 以 

井 ”由 局 与 全 可 知 ， 上 上 尘 个 单位 图 域 G= {%: | 对 < 站 (Im%> 
0} 被 股 射 成 下 举 个 平面 ，Im%w 志 昌 下 半 平 面 单 位 圆 城 的 外 部 G = 
‘2 | 一 1 们 《mg% 盖 人 0 } 被 映射 成 上 半 平 面 Imx 站 0， 

号 出 《5 ) 式 消去 P 可 得 射线 argxs = 日 ( 芭 射 线 aTgz -97)， 
被 上 映射 成 以 点 (i ，0) 与 (- 1，0) 为 焦点 的 双 有 曲线 ， 


天 ne 
os sn : 
最 后 ， 我 们 讨论 汶 yxoBcku 图 煞 的 反 国 数 ， 
由 (3 ) 式 得 
=W+ 2。 (7 ) 
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显 热 ， 这 是 一 个 二 什 函 数 ， 对 于 每 ~: 点 ww 有 了 产 个 所 与 和 与 之 
对 应 。 这 两 个 感 亲 有 关系 江 
区 二 

这 个 二 值 性 的 产生 ， 是 由 于 在 公式 〔〈7) 申 有 根 式 存在 ， 如 梁 
令 = 轩 二 vw 一 1 那么 x 的 男 一 个 对 应 于 w 的 值 就 是 3% = 六 一 
A 加 ?一 二 ， 所 此 训 直 挫 看 出 有 关系 式 “2% 二 十， 

出 86:4 一 4 可知 ， 当 ww 的 值 取 定 后 ，2 与 x 的 值 分 烈 位 于 
cXKttC) 与 1nt(O), 即 如 上 雇 论 ， 当 wD= 二 [一 二 1 二 Jo 平 
面 时 ， 对 应 的 x 有 岗 个 分 枝 x, Eext(C), xs,Eint(C) (或 x,E {|%! 
之 1}， zi 1 友之， %ECXt(O) ,对 应 wCD,， 

冯 之 ， 江 YKOBCKH8E 淆 数 在 5, 平面 上 的 单 叶 性 区 域 是 cxt(C) 
与 int(C)，( 即 zi 1 与 x| <1) ,函数 把 这 两 种 区 域 分 别 呐 射 成 
D3。 平面 去 掉 线 段 [一 1,1)。 并 ykKOBCKHE 力 数 的 反 盟 数 和 = 和 + 
vw 一 1 的 两 枝 zx， 与 xz; 分 别 把 也 映射 成 |z| .> 与 lzl <1， 

在 上 且 体 应 用 的 实 里 中 ， 如 过 到 求 将 肠 域 :|x| 之 1 或 js| 半 1 映 
射 成 的 鼎 射 ， 则 可 以 用 险 yYKoacKHE 国 数 ， 反 之 ， 则 用 其 函数 的 
反 未 数 的 单 值 梳 。 如 果 遇 到 将 上 半 个 单位 圆 域 [cs < 了 1 与 |s| 全 1 分 
草 有 映 射 咸 下 闪 平 面 或 上 六 平面 的 觅 射 ， 亦 合用 并 YkxoBcK 于 函数 . 


4， 机 要 剖面 的 外 部 到 加 外 部 的 共 形 映射 


pp WH 


图 6:16 【一 ) 
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图 6.16 (2) 是 机 器 剖面 外 部 区 域 ， 图 6.16( 切 是 男 周 的 外 部 区 
域 . 

在 流体 力学 二 研 突 绕 流 问 题 ， 首 先 要 处 理 图 柱 的 绕 尝 问题 ， 然 
后 再 讨论 其 他 物体 的 绕 流 问 题 ， 这 个 问题 归结 为 数学 问题 ， 就 是 要 
将 处 理 机 咒 彰 面 的 外 部 区 域 陨 射 成 加 的 外 部 区 域 的 问题 。 那 么 将 图 
5.16(a) 卫 射 成 6.16 人 Pb) 的 孜 数 下 什么 呢 ? 这 陨 是 我 们 慨 解 决 的 主 菇 
问题 ， 

我 们 这 里 上 内 限 守 对 特殊 情况 的 和 家 次 谢 面 进行 讨论 ， 

六 寻找 将 图 6-16 {a) 映射 成 图 6.16(b) 的 男 数 ， 我 们 先秦 机 杏 
剖面 的 过 漠 线 退化 成 圈 弧 的 情形 ( 芭 [ 扩 6'15 (0)). 换 林 话说， 只 顷 
讨论 贺 屎 的 外 郭 区 焉 到 圆 的 闪 
弄 区 城 的 肌 射 他 可 ， 

设 有 圆周 与 实 轴 次 十 点 
-4 与 4, 且 与 说 轴 痰 村 成 #&i 
得 圆 狐 i. 更 将 沿 圆 弧 ! 让 截 口 
鸣 3。 平面 ， 如 何 能 屿 射 成 yw 
平面 上 纪 hi 为 中 心 且 通 点 
一 4 与 2 的 珊 出 习 的 外 部 呢 ?( 图 
6-1604), {ce)), 

以 下 末 冰 这 个 有 蜗 射 ， 


图 6*:16 【二 》 
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现 设 在 点 4 处 ， 红 1 的 切线 BK 与 实 轴 的 负 方 向 记 成 的 角 为 a 
则 由 点 “到 好 扩 刘 的 射 皮 与 闫 负 的 负 方向 所 成 的 角 为 村, 事实 上 ,者 
设 是 图 弧 “的 圆心 ， 4、D、8B 各 是 数 - 4、 好 、“ 药 对 应 点 ， 则 
BMD=a, 本 大 一 MDB= 一 DB 村 = 一 汪 , 合 因 一 KBM= 二 ， 
所 以 一 KBD = 本， 因而 一 DB0= 5, 由 此 可 知 ， 在 9w 平面 上 由 点 
所 到 点 4 的 尘 径 与 实 轴 的 负 向 所 成 的 角 也 是 了 ,而 在 点 4 处 圆周 的 
切线 与 实 轴 的 正方 向 所 成 的 角 等 于 了 -于 。 要 想 求 出 能 符合 要 求 的 
函数 ， 我 们 先 将 河 圆 弧 / 有 裁 口 的 9。 平面 和 3。 平面 上 的 cxt(C) 
$j 共 形 地 映射 成 5 的 同一 个 区 域 ， 

而 分 式 线性 函数 

F274 (1) 


% a 


只 要 zs 一 4 便 是 共 形 上 岗 射 . 

这 个 函数 把 4。 平面 欧 圆 用 (端点 为 Ba) 与 4A 有) 在 端 
点 B(ea)》 处 共 形 映射 成 5. 平面 的 由 原点 出发 的 射线 OR ,因为 了 在 
B 点 与 让 x 轴 交 角 为 x 一 ,所 以 OR 与 正 实 轴 的 交角 也 为 r-a {图 
6:16(f)). 

依 边 界 对 应 述 理 ， 这 个 二 数 显然 把 $3, 平面 上 有 截 昭 1 的 % 平 
面 映 射 成 有 裁 门 OR 的 9 平面 ， 

及 分 式 线 性 图 数 
一 a (9 】 


将 4 上 的 已 给 圆周 映射 成 5 上 通过 原点 的 直线 R,R，( 图 6 16 
(8))。 这 时 ，w 平 商 的 C1 被 映射 成 5 的 半 射 线 0R,:C: 被 陈 射 


万 六 射线 DR, ，0R, 和 正 实 轴 的 变 角 为 二 ,在 共 形 映 射 下 , 周 量 上 


ee 
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被 变 成 射线 及 :R 它们 与 止 实 轴 的 交角 都 大 5， 依 边 界 对 应 定理 ， 


去 撩 周 几 C 的 5, 被 喘 射 成 去 挤 射 线 RiR: 的 人 ,而 extto 变 成 多 
的 以 Rs, 分 开 的 右 半 半 面 D， 


图 6+16 (二)》 


为 使 右 半 平 面 D 安 成 兴 扩 OR 的 5. 平面 ， 只 需 用 函数 
起 一 去 (3) 


即 可 。 它 把 角 5“ 变 成 x-%, 把 Rlo0》 与 (eo) €5; 变 成 一 点 


Rtoo) €5:. 即 把 RR, 变 成 OR :把 卫 变 成 去 掉 OR 的 这 个 邓 商 
与 用 《=z- a/x+4 把 克 控 /的 5 下面 所 变 戌 的 去 掉 OR 的 
平面 一 样 。 因 此 ， 把 《1》 式 与 (2 〉 式 都 代入 《3 ) 式 ， 则 前 数 


(之 = ) = 
Wyre wo 


2 


rn 


“== (wt), = (4) 


即 汶 所 求 的 轨 对 ， 它 把 上 县 有 专员 三 的 5 平面 喘 射 成 txt (C2 CC 
平 身 ， 


最 后 ， 在 4 平面 上 上 作 贺 所 《和 僵 与 它 在 z 战 相 切 ， 扎 “和 inl 
(CD) ， 因 (4) 式 便 把 ext(C) 映射 成 志 掉 强人 的 9。 平面 。 户 然 
也 把 圆周 C' 变 成 过 了 3 点 的 闭 烛 线 ， 这 个 曲线 就 是 机 履 上 断面 曲线 

(或 轮廓 线 ) ， 它 可 以 由 (4) 以 描 点 潜 给 出 ， 它 在 B(4a) 处 有 处 
上 后， 在 尖 点 处 的 切线 与 上 在 Bta) 处 的 切线 重合 ，“〈 如 疼 6.17). 
这 种 闭 曲 线 让 称 并 ykoeckn3 截 线 ， 它 依赖 于 4 与 #， 也 依赖 于 
距离 4 Chi, 有 i)， 济 涩 太 的 中 心 ， 


GE Yi 
GH 


> CT Wy 4 


图 8*17 
习 题 (6:2) 

1， 和 之 前 数 w 一 x* (zs 导 人), 具有 将 第 此 扩大 # 倍 的 性 质 ， 为 什 
么 它 对 于 以 “= 0 为 顶点 ， 张 角 为 全 的 角 域 构成 共 烛 映射 ? 

2。、 间 国 数 w= x 将 局 形 区 域 G = 1z: Cs| 有 门人 < af 
一)} 映 对 成 怎样 的 区 域 ? 是 否 构 成 共 形 映射? 

3， 通 数 w= 2 能 否 将 户 形 区 域 6G {zx: (|s| 过 1) 站 (0<arg% 
“万 ) "映射 成 单位 贺 域 ;| < 池村 -人 宪 ? 
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{， 根 式 函 数 = vs 的 一 个 单 值 梳 ， 能 天 将 单位 闸 域 6G: |x 
一 有 屿 射 成 尘 个 章 位 贺 域 PD= fw: (jw| 之) 几 (Imw 守 0) (或 区 城 
D={w:{ ly! < ns 


下 列 通 数 。 轩 sm 团 o* @@ 李 (s+ 二 ) 反 下 河 明 线 族 : 


1) 半 射 线 族 ，args = 中 
2) 图 周 族 ， jg = 
腻 冉 成 走样 移 戎 线 族 ? 
6， 昨 过 曙 数 =e 说明， 
1 言 角 网 ， 及 ez =C,, Tm:= C0,, 
?2 ) 直线 ，y= 开 > 十 册 
3 ) 带 形 区 域 G= {ws:a<Imz- B00 Peion), 
4 ) 半 带 形 区 域 G= 人 :Rez 的 门人 0<TImzxs-e，0sa 妇 
27x) }, 
跨 时 成 什么 ? 
1， 哮 数 w=1log% 将 于 列 吝 合 
1) 贺 疝 : Eq = EK 
2) 射 织 ，afrg 关 = 总 ; 
3 ) 朋 域 ， G= {x: 0<argz<a，0<o<2mr1， 
4 ) 山形 区 域 ， G = {x: (js| < 1 (Oargs la, 0 sc< 
27) 1, 
岗 庙 成 什么 ? 
3， 画 数 4 = (+ 二 ) 将 二 六 平面 号 射 成 什么 样 的 区 域 ? 


9， 疯 类 = 一 > (s+ 二 ) 将 


1 同 域 G= {x: |z| 二 Rl1); 
2 ) 图 周 的 六 部 区 城 G= ffx: 人 有 站， 
3 ) 下 淮 单 位 圆 域内 部 ，G = 42 zi DD Im)}. 
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有 职 丑 成 什么 ? 

1 ， 试 求 函 数 多 = (s+ 二 ) 将 圆 域 [zx| <1 按 线段 Ca,17C-1 
4 二 和) 前 开 的 区 域 G= {z: |z| 之 1 一 L419 一 过 gz < 之 41) 贞 射 成 人 
么 村 的 区 域 ? 并 讨论 其 特殊 情况 ，_ er> 0 及 #40, 


Y6"7 共 形 映射 问题 举例 


当 我 们 已 经 分 别 研究 了 分 式 线性 觅 和 暮 及 共 地 初等 函数 所 作 的 且 
射 之 后 ， 现 在 来 运用 这 些 通 数 的 有 映射 性 质 去 讨论 共 形 映射 的 两 类 基 
本 问题 ( 风 8$6.3 一 1) 。 在 共 形 映射 的 第 二 类 问题 中 ， 常 常 基 这 
桂 ， 把 记 给 区 域 GCJ, 与 DC 通过 荣 个 简单 的 录 数 一 步 就 可 以 
完成 跨 射 工作 的 这 逢 情况 较 少 ,往往 是 这 样 ,把 所 给 的 区 城 G 与 一 分 
到 上 映 对 成 菜 个 典型 区 域 (比如 ，. 上 半 平 面 或 单位 加 域内 等 ) 上 去 ， 
因此 ， 在 通常 情况 下 ， 记 求 得 的 函数 多 数 情 形 都 是 复合 函数 ， 

在 共 形 映射 的 两 类 基本 问题 中 ， 上 比较 困难 的 是 第 二 类 问题 . 
即 ， 已 知 | 区 域 G 与 D， 求 共 形 地 实现 由 G 到 了 DD 的 上 映 射 和 =f(%x)}， 这 
大 因为 第 二 类 问题 要 求 对 基本 的 初等 函数 的 映射 性 质 有 部 练 地 掌握 
与 运用 能 力 。 大 第 二 类 丫 题 也 依赖 于 第 一 类 问题 。 显 然 第 一 类 问题 
必须 自 爷 训练 地 人 擎 握 才 能 得 心 度 手 地 去 解雇 第 二 类 问题 。 为 弄 清 这 
坚 癌 题 ， 通 过 下 面 的 其 体例 子 去 逐步 领会 共 形 映射 的 基本 于 法 ， 

【 例 11 人 癌 冰 数 w=cosz 将 区 域 G: 0< Rex<Tr，Ims0 北 
形 地 映射 成 什么 祥 的 区 域 ? 

【 解 ] 我 们 将 cosx 分 解 成 基本 的 万 等 国 数 或 前 按 已 学 过 汐 国 
数 的 组 合 。 

和 于 

光一 人 OS = + 元 】 
全 = “(C+ 去 ). 


一 圭一 


上 述 关 个 映射 ， 令 次 地 将 区 域 G 瞻 射 成 区 堪 ， 


HY 
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事实 上 ， 岁 数 x,=iz 是 对 4。 平 商 区 域 C 的 旋转 ( 道 时 针 方 
问 转 90 ) 。 因 而 经 ,=i% 的 映射 后 ，5 被 里 庄 成 $5, 平面 上 于 
行 于 洋 轴 ， 宽 度 为 5 的 左 半 市 域 cb 而 6=e1 依 指 数 重 数 的 映 甘 
性 质 分 别 将 G&G 的 边界 I.I 页 映射 成 全 平面 的 开工 .下 ”如 图 
6.18 记 示 ) 。 央 而 由 近 界 对 应 定理 (关于 无 界 区 域 的 边界 对 应 定理 
也 成 立 ， 读 者 可 参看 马 库 雪 维 奇 著 《解析 通 数论 》 第 五 章 有 关内 


容 ) 可 知 ，G, 被 映射 成 2， 旭 由 函数 w= 二 (E+ 记 ) 的 冉 射 性 质 
可 州 ， 区 域 如 被 映射 成 区 域 忆 ， 
为 什么 映射 是 共 形 的 ? 因为 上 述 映 射 的 每 一 步 帮 是 在 各 自 的 
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单 时 性 区 域 上 进行 的 . 
事实 上 ，%=iz 在 9。 平面 上 单 叶 解 析 ，“ = "的 单 叶 性 区 域 
是 平行 于 实 轴 ， 宽 为 2x 的 带 域 ， 当 然 ， 带 城 G, 是 其 单 叶 竹 区 


域 ， 由 w= 地 人 + 志 ) 的 贞 射 性 质 可 知 ， 单 位 贺 城 交 ! <1 是 它 的 单 
叶 性 区 域 ， 因 而 ， 区 域 是 其 单 叶 性 区 域 ， 综 上 记述 ，w = cosx 补 
分 解 成 的 丽 数 zj = ia 5= “9 w= 过 + 去) 分 别 在 区 域 6，G,，9 


内 单 叶 解析 ， 记 以 阔 数 w=cosz 在 区 域内 为 单 时 解析 ， 从 而 它 
将 合共 形 地 且 射 成 D， 

[ 例 2] 试 求 上 半音 位 圆周 内 到 下 半 平 而 的 酸 射 ， 

【 解 】 从 上 半音 位 图 周 内 到 上 半 平 面 的 酉 射 方法 很 多 . 比如， 


从 上 举 单位 轩 周 内 部 用 函数 ”= 了 (+ 二 ) 及 旋转 变换 之 组 合 即 可 . 


但 我 们 这 里 使 用 另 一 种 方法 . 
站 先 锐 数 
和 十 名 


交 | 一 一 一 一 
1 一 名 


将 下 六 单位 癌 阐 内 部 映射 成 第 一 得 限 。 由 于 线段 C-1,1; 被 映射 成 
10，+ oo) 上 半 单 位 圆周 被 呐 射 成 上 尘 叫 轴 ， 这 界 对 应 的 方向 如 (图 
6 .19) 所 水。 由 第 一 蒙 限 到 .上 平 于 面具 须 合 用 和 窜 晴 数 同 可 完成 。 种 


步 胰 射 图 示 如 下 《图 6.19) ， > 


@ 
图 6*19 


Zz 一 ] 地 安 
1 
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将 上 述 册 步 组 全 起 来 用 家 示 w 时 ， 便 有 


2 
"= (i) 。 


名 一 二 | > 二) 映射 


【 例 5 了 试 求 把 区 域 G= 人 z:(Cz 70 
成 章 位 图 周 内 部 的 通 数 ， 
[ 解 】 贞 人 铺 2 可 以 看 出 分 式 线性 通 数 y = 2 能够 把 通过 点 1 


一 


及 -1 的 图 弘 或 线段 映射 成 为 无限 直线 ， 加 果 我 们 能 将 记 维 区 域 G 
激 边 界 (两 个 机 内 切 的 兢 周 ) 变 成 无限 直线 (由 有 观 射 的 共 形 性 ,这 两 
条 直线 必然 平行 、。 因 此 ， 所 给 区 域 吕 被 映射 成 带 形 区 域 。 加 时 使 
用 指数 闻 数 ， 便 证 使 带 形 区 战 鼎 射 成 上 半 平 面 。 然后 通过 分 式 线 地 
映射 可 将 上 半 平 面 映 射 成 单位 图 周 内 部 ， 各 步 觅 射 图 示 如 目 (图 
8+:20) 


图 6 20 


上 述 各 步 映 射 给 会 起 来 用 < 表示 w 时 ， 则 有 


— #1]7C— 


Fi 。 
tt 上 一 | 1 _ ，: 
一 一 ( 鞭 中 取 9-0% = 为 。 


¢ -1 二 于 


执 一 


[ 例 4] 试 求 上 半 平 面 Imx>>0 到 圆 域 jw 一 ;| 之 及 内 的 线性 
觅 时 w=7(s), 且 本 人 = 和 人 疙 记 0 

[ 解 ] 这 只 须 将 上 半 平 看 觅 射 成 5 平面 的 单位 阅 周 的 内 部 ， 
然后 再 将 贺 域 : -到 <<R 觅 射 成 各 平面 单位 圆周 内 部 ， 也 后 
将 *。 平面 的 上 半 部 分 与 9w 平面 图 域 ly - wo| 所 只 的 映射 间 联系 
起 米 即 可 。 现 将 和 人生 步 映射 图 示 如 下 〈 图 6.21) ， 


(+21 


上 述 稍 步 觅 射 组合 起 来 并 用 z 家 示 时 便 得 
Wo ia 
+ 
它 将 上 半 平 面 共 形 地 上 映射 成 圆 域 : 要 -ao <R， 点 了 贞 射 成 
现在 出 条件 庆 扩 二 0 ( 妈 六 全 全 来 确定 实数 8, 关 为 
1 3 


fi a 一 一 二 a] 
w'{i) = 了 Di CoO+ S16). 
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要 想 使 六 GD) 一 % 即 w'(i) 为 正 实数 ， 只 有 


Cosf =0 
所 以 日 = 林 ， sind =1: 
于 是 

8 一 
固 面 所 求 映 而 六 


,区 一 站 
入 = Ri WW 
十 


避 题 (6:3) 

1， 试 求 将 上 兴 章 位 膨 域 G= fei 之 1) 个 {Im% 记 从 》 妥 射 
成 右 兴 北面 的 疯 数 ， 

2， 试 求人 从。 上面 江 掉 线 瞩 C 一 i 门 的 区 域 到 5,。 的 上 羊 平 
面 的 映射 ， 

3， 试 求 8, 的 右 半 平面 ，Rex :0 上 觅 射 成 95。 的 单位 圆周 外 
部 的 分 式 线性 映射 的 一 般 形式 ， 

4。 设 G 是 以 单位 加 局 上 及 与 此 相 荆 于 点 = 了 的 直线 /为 
边界 的 区 域 。 试 求 将 9 映射 成 上 半 平 面 的 尔 数 ， 

5， 试 求 将 站 带 域 G= {zi (ms 六 人) 站 (~1<<Rez 志 0)}》 瑞 丑 
成 区 域 DPImaD10 的 范 数 。 

6， 试 冰 函 数 =x(1 一 %) 将 单位 圆 域 “二 1 映射 成 什么 样 
的 区 域 ? 

7. 求 料 不 相交 的 两 偏心 贺 周 开 |s -| =7， Ks: |% 一 >:| = 
7; 共 形 地 映射 成 两 个 以 w=0 为 同心 的 贺 人 与 下 ,和 的 分 式 线 性 
号 射 。 这 个 号 射 是 否 崔 一 ? % 平 而 的 哪 一 点 对 应 于 和 = 0? 

8、 试 求 将 带 域 iG: - TRes 二) 共 形 地 映射 成 单位 圆 域 


| <! 的 映射 ， 并 使 三 对 边界 点 互相 对 应 ,f (二 他) = 二 1 (ieo) 


I! 
wa- 


9， 求 出 圆 域 : |2 <2 到 尘 平面 Rew 污 0 的 上 共 形 上 蜗 射 = 
了 (%), 使 合 于 条 件 
fF 00) =1, argf ‘(0) = 


10， 设 6 为 上 半 平 面 Imx>0 除去 半 闭 圆 域 ls| <1 及 射线 
Jsz2 xs0 的 区 域 。 求 和 到 上 半 平 面 的 共 形 映 躺 ， 
11. 设 w= 了 (%) 在 ls| <1 内 解析 ， 且 (3)! 和 1， =/ (20)， 
出 当 ix| 之 1 时 ， 有 
f(s) 一 和 | < 
[一 as) 1 2 
等 于 成 立 仅 限于 
AG nk hk 
1 — wf (x) 1 一 2 各 


区 一 总 和 


的 情形 ， 

12。 试 证 ， 将 单位 图 域 |s| <<L 映射 到 单位 圆 域 | < 的 分 

式 线性 映射 中 有 
dz d . 。 
记 = 《polincare 微分 不 尝 式 ) 

13， 试 证 明 ， 洲 用 分 式 线性 映射 将 5, 平面 上 由 两 个 了 风 周 必 
=R，|s 一 a =*r (2 在 正 实 办 上 ， 且 '2<R 及 sa< 及 一” 所 图 成 的 区 
域 G， 共 形 地 里 射 成 5 平面 上 由 两 个 圆周 Il =p Iw = Pp Cp, 
祈 pe) 所 围 成 的 区 域 D 时 ， 则 

CE 
”pp: 
等 导 和 什么 时 候 成 立 ? 

14， 试 交 把 去 掉 一 段 半 径 的 单位 圆 域内 部 (如 指导 图 6.29) 呐 

射 色 音 位 图 城内 部 的 防 数 ， 


15 试 求 将 本 图 污 + 和 = 1 的 荔 部 映射 成 单位 圆周 外 部 的 函 
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学 习 指 于 


共 形 上 映射 是 复 变 阔 数 几 柯 理论 的 重要 组 成 部 分 它 是 用 几何 的 
六 法 去 研究 租 析 函数 的 性 质 ， 正 如 前 面世 人意 分 别 用 微分 ， 积 分 与 级 
数 的 方法 研究 了 租 术 聊 数 的 性 质 -- 样 ， 这 一 章 是 用 区 形 映射 的 理论 
江 进 一 步 揭示 解 忻 疼 数 约 几 和 何 性 质 ， 

以 前 说 过 ， 复 变 范 数 可 以 看 作 是 两 个 复 平 面 间 的 对 应 或 映 届 ， 
而 解析 汪 数 构成 的 映 刘 ， 在 导数 不 为 零 处 是 共 形 的 。 共 形 上 映射 所 研 
完 的 问题 (从 实际 应 用 的 角 庶 来 着 ) 主要 是 处 理 如 下 两 类 问题 

第 一 类 ， 已 知 区 域 G 及 解析 沿 数 1(z), 求 区 域 G 在 j(x) 喘 射 
下 的 像 城 (CG) = 了 是 什么 ? 

第 二 类 ， 已 知 区 域 @ 及 区 域 只 ， 求 实现 出 区 域 各 到 区 域 玫 的 共 
形 上 映射 1 (%). 

共 形 映射 已 经 成 为 复 变 函 数论 的 一 个 重 取 分 灭 ， 福 型 论 上 或 实 
际 王 都 有 着 重要 的 应 用 ,本章 除 了 讨论 某 些 基本 理论 问题 和 外， 沉重 
讨论 了 分 式 线 性 函数 和 某 些 基本 初等 图 数 记 作 的 共 形 映射 。 


一 、 内 容 与 要求 

要 想 掌 唾 共 形 上 映射 的 感 本 内 容 ; 对 我 们 来 说 , 重要 的 是 领会 用 法 
形 映 射 理论 研究 问题 的 思想 方法 和 思考 问题 的 途径 ， 

本 章 的 主要 内 容 是 着 重 讨论 共 形 映射 鸡 理 论 和 它 在 实际 应 用 中 
的 某 些 问题 ， 

$46:1~86:3 主要 讨论 了 花形 陨 射 中 的 一些 基 本 理论 问题 ， 

其 中 ,$6 .1 着 重 谈 了 一 个 概念 一 一 共 形 南 射 ， 即 且 有 伸缩 窑 不 
襟 性 有 保持 奖 儿 不 罕 性 的 连续 映射 称 汶 共 形 映射 。$6:2 指 出 了 解 术 
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函数 具有 保 域 性 并 且 在 导数 不 为 零 处 构成 共 形 映射 ，86.2 中 定理 ? 
给 出 了 昔 叶 解析 通 数 的 导数 不 为 零 ， 因 半 我 们 以 后 只 在 解析 图 数 则 
单 二 性 区 正二 讨论 贾 射 ，$6.3 则 讨论 了 共 形 贾 射 的 存在 及 寻求 区 城 
的 像 域 Ac) 的 理论 根据 ， 

36:4 一 86.5 介 绍 了 在 共 形 上 映射 中 起 着 重 楼 作用 的 分 式 线性 映射 
及 其 应 用 ， 

36.6 给 出 了 作为 栈 射 的 最 起 码 的 工具 的 六 个 基本 初等 函数 ， 百 
序数 与 根 式 通 数 ， 措 数 通 数 与 对 数 函 数 ， 冻 YKOBCKHE 疯 数 及 其 反 
遂 数 等 所 构成 的 共 形 映射。 

$6.:7 碍 是 运用 前 六 节 的 知识 去 解决 共 形 上 映射 某 些 其 体 问 题 . 

上 边 究 略 地 介绍 了 备 党 内容 及 其 相互 间 的 关系 ， 下 面 再 进一步 
地 从 闪 形 映射 的 研究 对 象 这 个 角度 讨论 一 下 各 部 分 内 容 间 的 关系 ， 
以 及 应 当 掌 操 的 知识 ， 

共 形 映射 的 研究 对 象 如 前 雇 述 ， 主 要 是 前 线 两 类 问题 进行 讨 
论 ， 

首先 ， 第 一 类 问题 ， 已 知 区 域 G@， 求 区 域 G 的 像 域 ， 

为 了 能 找到 (6G), 86:3 给 出 了 边界 对 应 定理 ， 

设 两 条 简单 闭 曲 线 忆 及 丫 的 内 部 分 别 是 单 连通 区 域 G 及 D， 如 
时 范 数 w= 了 f(z) 在 一 个 GUC 的 区 域 上 和 解析， 并 将 C 双方 单 值 地 映 
赋 成 厂 ， 网 w= 了 了 (x) 在 5 内 为 单 叶 解 祈 高 数 ， 且 该 通 数 =. 六 xs) 将 
G 共 形 地 映射 成 了 D， 

边界 对 认定 再 除了 给 出 判断 芒 数 加 =f(zx)》 为 单 叶 的 充分 条 件 
外 ， 还 给 出 了 寻求 医 域 各 的 像 拒 1(G) = 也 的 原则 ， 这 就 使 得 我 们 
在 研究 第 -- 类 问题 时 有 路 可 特 、 方 癌 明 确 。 

第 二 类 问题 ， 已 知 9。 平面 的 区 域 G ,及 5 平面 的 区 域 了 ,我 
们 拘 任务 是 寻找 一 个 将 GG 共 形 地 映射 成 避 的 解析 轴 数 f(x)、 

简单 地 说 ， 已 知 G 和 卫 ， 求 / (x)， 

这 类 问题 是 共 形 上 映射 的 主要 问题 ， 也 是 比 第 一 类 问题 稍 难 些 的 
问题 ， 
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时 然 ， 第 二 类 问题 首先 过 到 的 是 : 如 果 给 定 了 两 个 区 域 ， 是 埋 
存在 这 样 一 个 解析 胃 数 f(z), 使 区 域 共 形 虹 时 射 成 区 域 PD=j(G)? 
区 域 上 与 了 D 需 不 需要 有 什么 条 件 的 限制 ? 如 果 弃 在 这 样 一 个 解析 消 
数 加 = 了 tx)， 它 是 否 瞧 一 ? 这些 问 题 均 由 中 .3 的 定理 1 (Riemann 
存在 定理 ) 给 出 了 问答 . 

设 4: 平 面 上 单 连 通 区 域 G 《不 含 无 穷 远 点 ) 的 边界 至 少 有 黄 个 
点 ， 则 在 6 内 存在 唯一 的 单 呈 解 煌 国 数 ”=j2)， 将 上 共 形 邮 酉 射 
成 4。 王 的 一 单位 圆 域 wl 所 1 内 ， 有 只 要 国 数 镍 = 厂 2) 满足 条 件 ， 

jg) = 0, wt atg f(g = 0 TL. 

其 中 wp。 为 一 常数 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 如 果 所 给 区 域 @ 及 也 是 单 连 通 前 ， 共 返 界 
不 止 一 点 ， 则 一 定 存在 一 个 共 形 里 冉 生 = 上 zx 使 忆 = 了 Ch 企 不 一 
定 是 唯一 前 ， 如 时 再 加 上 条 件 ， 

二 六 人) = 0 
时 ,，f (x) 的 存在 便 基 唯一 的 了 ， 

这 些 证 理 从 理论 上 解 凑 了 共 形 酸 射 的 两 类 基本 问题 。 具 昼 问 题 
胸 好 理 还 要 依赖 二 对 初等 明 数 的 映射 性 质 的 了 解 与 运用 ， 其 中 分 式 
线性 田 数 


pp 


= (Cad — be 二 0) 


在 喷射 过 程 中 起 车 蛋 受 人 作用。 这 基因 为 它 有 一 般 函 数 所 不 具备 的 独 
了 保 园 性 如 果 将 直线 视 为 通过 无 穷 远 点 的 圆周 ， 则 经 分 式 
线性 项 数 =azdfarxis+td 映射 后 ， 疝 周 《〈 广 义 的 ) 仍 变 成 圆周 ， 
全 对称 点 的 不 变性 ”如果 4。 上 有 一 个 以 和 为 心 ， 及 为 半 
径 的 加 网 C， 且 当 点 2 与 2 位 于 知 出 发 的 问 一 条 射线 的 间 一 
向， 了 过 满足 
| 一 区 Iss so = AR: 
时 ， 称 x 与 = 关 了 圆周 C 是 对 称 的 ， 战 x 与 x; 是 六 周 C 的 对 
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称 点 ， 这 样 的 点 x.，%: 及 圆周 经 分 式 线 镍 通 数 肌 射 后 ， 其 像 如 
果 设 为 2，?zs。 及 站， 则 ww、w， 关于 圆周 也 是 对 称 的 ， 
我 们 正 古 根据 分 起 线性 录 数 
_ art 
cw+ de 
有 这 样 的 性 半 ， 才 推导 出 儿 个 重要 映射 的 重子。 它们 龙 : 
(DD ”上 半 盏 面 到 单位 圆 域 ip; “1 的 映射 


i ot 


mr dElImMmys 0 


村 


加 ”单位 图 域 |z| .1 到 单位 图 域 jw| “1 的 映射 


2 := a 1) 
名 ”上 半 平 面 虽 上 半 平 面 的 映射 
2 
十 


技 中 要 求 ae， 如 2 4 都 是 实数 ， 且 4ad -2 人 0。 

上 上 述 三 个 车 要 例子 都 是 以 圆 周 为 其 边界 的 。 因 此 ， 在 圆 域 的 映 
射 中 ， 经 章 全 用 这 一 个 例 丁 。 

读者 在 学 习 本 章 时 ， 除 去 首先 明确 共 形 瞻 射 的 两 类 问题 及 单 时 
解析 函数 构 诚 共 形 综 射 等 理论 问题 外 ，~- 定 要 对 分 式 线 性 册 数 上 述 
性 质 有 比较 深远 地 了 解 。 与 此 间 讶 ， 了 还 次 求 对 几 个 基本 的 初等 喇 
数 ， 

DD 车 前 数 ， w=%”(# 为 正 粮 数 ) 

加 ”和 报 式 汕 数 ， w= 心 % (xsf0, 单 值 材 ) ， 

名 指数 出 数 ， w =e 

由 对 数 图 数 ， 2 =logx ( 单 值 校 ) ， 


、 1 1 
个 ) 并 YKOBCKHE 栖 数 ， w= (+t =); 


1) 特 丈 曲线 ， 例 如 实 轴 、 始 轴 雇 及 平行 于 它们 的 直线 等 基线 
经 过 上 述 蕴 数 瞎 射 后 ， 其 像 曲 线 是 人 慎 必 人 

11) 特殊 区 域 ， 例如 上 述 录 数 的 单 叶 性 区 域 的 像 域 是 什么 ? 

送 疯 数 的 单 时 性 区 域 G: 天 :天 <argx<2( 民 -+ 1) 经 = 2 肌 身 


后 , 像 域 是 全 平面 除去 正 实 轴 的 角 域 D: 0<aTgw 二 2 (K =0,1,2， 
一 
指数 闲 数 wr =e 的 单 叶 性 区 域 是 G9: 
一 oo Rexr-Too, 2Kr< Ims. Sr{Kk + 1), 
即 平行 于 实 轴 、， 宽 诬 汐 2t 的 带 形 区 域 ， 在 的 融和 前 下 ， 它 位 的 像 
域 是 5。 上 但 路 去 正 实 轴 的 角 域 
D, 0 arpgy:. 


六 ykoBeKg 衣 请 名 ， w= 二 (s+ 二) 的 单 叶 性 区 域 如 G,: jz| < 


J mg 和 等， 它们 的 像 城 吓 

D :Sw 了 上 的 除去 线段 [- 1 13 的 区 域 

D.: 向 上 ; 

D5 上 的 除去 直线 (一 00， 一 12，[i，%) 的 区 域 . 

开 了 对 上 述 分 式 线性 国 数 和 基本 的 初等 函数 瞻 射 性 质 的 了 了解， 
我 们 融 可 以 讨论 一 些 比 较 向 音 前 贾 射 问题 了 .这 好 比 有 了 洲 、 药 、 
和 便 可 以 烧 制 由 丰盛 的 住 餐 一 样 ， 当 然 ， 这 需要 有 有 上 比较 熟练 的 技术 才 
可 以 ， 市 这 一 点 则 需要 我 们 通过 一 定数 量 的 红 习 才能 达到 。 


二 、 例 题 
湛 形 映 冉 中 琉 常 见 的 兵 型 区 域 是 上 半 平 面 ， (但 不 是 绝对 不 变 
风 ， 有 时 是 单位 圆 域 fg] <1 或 某 些 区 域 ) ,许多 共 形 上 映射 都 是 通 
过 二 半 平面 这 块 “ 路 板 ” 出 射 到 所 求 区 域 荆 去 的 为 此 ， 在 解答 例 
题 之 前 ， 光 把 本 章 一 些 与 单位 回 域 及 上 半 平 而 有 关 的 映射 写 站 下 
IE ， 


角 城 到 上 半 了 平面 的 肌 射 用 = 好 
带 域 〈( 帘 为 = 且 平 行 于 实 轴 ) 到 上 于 平面 的 观 射 用 w= 4 


半 单 位 加 内 部 或 外 部 到 上 兴 平 面 的 映射 用 w= 于 二 (s+ 二) 


a 


二 六 平面 到 上 半 平 曾 的 怠 射 为 w= 全 (4b 


鱼 为 实数 自 sd 一 全 全 

单位 贺 域 jx| <1 到 上 半 平 面 的 映射 为 ?= oo 一 5 的 反 活 
数 

二 角形 区 域 两 圆 弧 记 夹 区 域 )》 到 上 兴 平 面 的 映射 为 


w= (2 二 5), (a, 为 二 图 弧 的 交点 ) 。 


我 们 仍 接 共 形 映射 的 两 类 问题 选 解 一 些 例 题 ， 

首先 ， 看 第 一 类 问题 . 

显然 ， 第 一 类 问 晤 的 目的 是 求 出 区 域 D 的 形 狭 。 依 边界 对 应 定 
理 ， 只 须 将 5, 的 区 域 的 边界 C 的 像 耻 求 出 即 加 ; 然后 骨 由 绕 行 
方向 确定 侯 若 线 了 所 围 成 的 区 域 的 器 一 部 分 是 区 域 的 像 尹 、 由 此 
可 知 ， 第 一 类 问题 的 关键 是 求 曲 线 C 在 函数 wz =f (%) 的 映射 下 的 像 
了 综 上 所 述 ， 可 以 把 第 ~… 类 问题 归结 为 下 面 的 三 句 话 ， 


给 了 区 域 找 边 界 ， 
根据 函数 求 其 像 ， 
边界 绕 行 定 区 域 . 


我 们 通过 如 下 几 个 例子 来 逐步 领会 第 一 类 问题 的 基本 思想 和 方 


法 ， 


[ 例 1] 已 知 4 平面 区 域 C= (4%: (OIms<n) Nl (Res<0)), 
在 南 数 w =o” 上映 斋 下 的 像 城 D， 是 村 么 ? 

[ 解 】 首先 写 册 w=s” 的 映射 关系 式 

设 057 gg 二 w+ 六 ， 出 状 =e 阁 
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PE 6 
所 入 有 
P=, w=y+2r C1) 
=0， 圭 1; 2 
先 春 区 域 G，， 
用 上 . 工 革 表示 区 域 G， 的 边界 ， 其 像 分 别 用 .了 、 有 表示 (如 
指 寻 图 6.1 ， 像 出线 的 求法 如 次 ， 


9 ©@ 


* 一 和 T”′ i 


指导 图 6*1 
TI = {gC- ox 人 人 = 人 站》 由 关系 式 (1 ) 其 像 
下 = {14w: (0<PED NN w=) 1) 
= zx= 站 站 CO<7<szy) 出 关系 式 (1) 其 像 
T= {wp = 1 Ey 
有 = 人 :ooe<xw<0 由 =》 由 关系 式 (1) 其 像 
N= {wv: (OPE ftp=7)}. 
最 后 来 确定 区 咸 D,， 直 于 G&G， 是 在 滞 边 界 [1 下 绕 行 方 了 的 
诺 侧 ， 弃 以 对 应 地 在 了 上 的 沿 I 绕 行 万 疝 的 在 横 部 分 便 
是 区 域 上 的 像 咸 DD， (如 指 避 图 86.1) 


【 例 2 本 求 函 数 z= 二 (+ 一) 将 区 域 ， 
2 
G, = {%: (Im%g>0) 门 (2 < 二 )} 
觅 射 成 晨 样 的 区 域 ? 
【 解 1 为 了 求 得 区 域 各 的 不 界 的 像 ， 瑟 出 它 的 英 币 关系 成 。 
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设 w=# rj=rer 人 0<2z) .于 是 由 z= 末 (x+ 十 ) 可 得 


媚 直 关系 式 


太守 涟 出 Gf 如 指导 峰 5.2) ， 
eo 


A 


指导 图 6*2 
] = {%; (Ot 和 由 引 = 站)), 由 关系 式 (2) ， 共 像 
j= {w=0 0 (dw# 人 eo)}; 
= {x: (r=1) 个 (0 必 9m)), 内 关系 式 (2) ， 其 像 
= {w=0 NN (~ 11))s 
= {% OO mnt: 由 关系 式 (2) ， 闪 像 
B= {w= 0 7 (- one 1)), 
现在 米 确定 区 上 越 DD，。 尘 5， 上 的 点 z 沿 区 域 9, 的 边界 [下 
有 线 行 时 ，G， 六 左 侧 ， 对 应 地 ， $8 态 流 开 下 有 经 行 方 辐 的 霸 侧 就 
是 所 求 的 了 ,， 即 下 半 平 面 ( 见 指 导 图 6:2) ， 
通过 前 二 俩 可 以 看 出 ， 站 形 上 映射 第 一 类 问题 是 好 菇 本 的 问题 ， 
它 主 要 是 利用 基本 初等 图 数 的 喘 射 性 质 去 寻求 区 域 避 .这 天 需要 我 
们 对 初等 画 数 药 肌 射 性 质 有 出 较 清 苛 地 理解 ， 问 时 还 要 匈 悉 用 有 回 射 
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六 


网 关系 式 ， 去 站 过 边界 黄 线 的 方程 ， 只 要 具 和 后 了 这 两 条 ， 表 依据 我 
们 在 开始 记 归 纳 的 三 句 串 庄 ，“ 给 了 区 域 找 边界 ， 根 据 荡 数 求 其 
像 ， 边 界 绕 行 定 区 域 ”。 第 一 类 问题 就 会 得 心 应 于 了 ， 

具有 第 - -类 问题 作 到 娴熟 准确 了 ， 我 们 才能 着 手 去 敌 第 二 类 问 
题 。 因 为 第 一 类 问题 是 依 所 给 区 域 的 性 状 , 再 根据 所 给 孜 数 w = (zx) 
时 觅 时 性 上 夺 ， 去 寻求 区 域 的 像 ， 第 二 类 问题 则 恰好 相反 ， 是 依据 册 
个 平面 3, 与 5%) 上 的 区 域 的 形状 及 关系 ， 找 出 反映 这 两 个 区 域 
关系 的 函数 。 因此， 第 二 类 癌 题 变 比 第 一 类 问题 困难 些 。 华 记 已 经 
作 过 的 具有 代表 性 的 第 一 类 问题 ， 无 疑 对 解 第 二 类 问题 是 大 有 好 处 
的 ， 

直面， 看 第 二 类 问题 。 

通常 情况 下 ， 第 二 类 问题 中 所 给 的 两 个 区 域 6 与 已 ， 不 能 通过 
某 个 简单 通 数 一 步 就 能 完成 ， 而 往往 是 将 两 端的 区 域 岛 中 间 妖 于 
(通过 相应 的 函数 ) ， 最 后 都 能 映射 威 某 个 典型 区 域 〈 通 稍 征 了 学 
平面 ， 有 时 也 是 单位 图 域 | 由 j <1)。 我 们 就 以 这 种 典型 区 域 为 “ 跳 
板 ”{ 或 “中 间 ”)， 将 两 端 {在 右 ) 的 昌平 面 联系 起 求 。 这 样 使 可 
以 找到 从 区 域 肥 区 域 D 的 上 映射 道路 ， 进 而 求 电 映射 关系 1(*) ， 
可 以 把 这 个 思想 概括 成 如 下 的 十 名 话 ，: 

看 两 问 ， 粮 中 间 ， 
联系 起 求 求 函 数 . 

这 个 “中 间 ” 就 是 前 面 说 的 “ 占 槐 ”， 或 者 说 时 型 区 域 ， 

我 们 通过 下面 的 合子 米 逐 步 地 领会 第 二 类 问题 的 基本 思想 和 作 
题 的 六 法， 

5 例 3 于 试 求 拒 从 单位 圆心 起 没 焉 实 辅 的 闪 径 前 开 的 区 域 ， 
{2 | < 一 [C01 让 共 形 地 映 蛙 成 上 举 平 面 肘 汀 数 ， 

【 解 】 由 于 区 域 避 没 正 实 轴 的 半径 上 站 截 吕 ,可 用 根 式 虞 数 
vs 《的 主 枝 ) 将 共 “ 前 开 ” 成 上 半 单 位 加 域内 ， 然 后 再 使 用 并 y- 
KOBCKHE 两 数 。 冯 步 归 圣 图 示 如 下 ， 

将 各 步 组 合 ， 以 % 由 示 w | 上 ， 
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9 2 
指 愉 图 6*3 
和 
其 中 必 立 取 主 枝 ， 
注意 “” 国 如 果 每 一 步 胸 射 是 共 形 的 ， 则 各 步 组 合 后 的 冰 数 也 一 
定 共 形 ， 


加 ”读者 可 自行 朋 共 他 方法 作出 此 是 ， 

在 区 域 芍 边界 症 阅 局 (或 直线 ) 的 映射 间 题 中 ， 下 而 两 个 菁 
数 : 

上 半 平 面 到 单位 图 域内 lw| 之 1 的 分 式 线性 蜗 射 


小 二 ei _, a 人 CIm%>0，0 为 实数 ; 


一 各 


单位 图 域 : x] <1 到 单位 圆 域 : lw| <1 的 映射 


= 和 人 仁 [| 之 1， 8 汶 实 数 . 


起 善 重 要 作用 为 了 使 读者 对 上 述 守 公式 的 各 其 有 较 深 透 的 理解 ， 


仅 以 w= 二 一 一 为 例 说 明之 ， 
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【全 4 说 朋 音 人 丰 圆 起: | 中 二 1 到 单位 园 域 : Jo …1 玖 映射 
i 名 一 瞻 


入 二 
并 一 本 


的 实数 8 的 几何 意 浆 ， 
【 艇 】 我们 来 证 明 6 就 基 画 数 w=f(%) 在 点 x=& 处 的 旋转 角 


arp»y’ (o). 
亨 实 上 ， 因 为 
ww 1p [aa 
(1 一 二 区 
、 | 本 1 一 ecG 时 ert et 
所 以 ， WwW Cr) Qa ied 1 la | 可 | 一 
则 


arpgw' (zm) = arge ss 一 arg (1— [ol 区 二 下 一 af 一 jn) =0 
由 旋转 角 年 义 ，8 即 为 映射 =f Cz》 在 %=a 外 的 旋转 角 . 
同 建 可 以 证 明 上 半 于 面 守 单位 贺 域 内 的 分 式 线性 县 射 z=" 
由 的 8 的 儿 何 意 闵 《请 读者 自行 证 明 } 、 


a 
区 一 竺 


[ 例 51 求 上 半 面 ， Imw>>0 到 图 域 : ij RR， 中 合 六 =0， 
上 六 (人 = 的 分 式 线性 映射 站 (z)， 试 确定 上 之 值 ， 
[ 解 】 我们 已 经 知道 上 半 平 面 到 单位 图 域内 部 所作 的 分 式 钱 性 
映 役 。 如 时 再 将 3, 上 的 圆 域 ; jw 之 R 作 缩 成 上 | < 拓 1 人 恒 可 找到 
“中国 ”其 体 过 程 图 示 如 下 
将 各 步 上 映 莫 组 合 起 来 得 到 
w= Rede 
守 一 向 
由 条 件 (让 =0 可 得 = 变 成 3。 研 的 加 心 。 由 条 件 疡 全 
= 可 得 
(%C— 0) — (%—&) 


y= Re 
(% 一 


-ddl 一 


= Re Cay 
于 十。 wi = Re =1 
【一 可) 
训 
得 十 让 _ 
Re {R47 1 
所 以 Re = 27, 
= = 二 
R=?2, # 本 
于 是 所 冰 映 射 沪 
VW 可 
上 上 上述 例 陡 说 明了 第 二 类 上 映射 问题 的 “看 两 端 ， 想 中 间 ， 联 系 起 


来 求 函 数 ” 的 基本 有 轧 想 。 在 大 多 数 稍 况 二 这个“ 中间”: 是 上 半 平 
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商 ， 有 时 也 以 单位 男 域 内 部 作为 “中 间 ”。 下 例 列 是 这 种 情 次 ， 

【 例 6】 上 求 圆 域 : fi 一 有 到 圆 域 : lw| 及: 的 分 式 线性 映射 ， 且 
wa) = argw' (ta) =8 Clal <R, | Re. 

[和解 】》 当 为 要 求 的 是 分 式 线性 映射 ， 所 以 可 以 利用 单位 图 域内 
到 单位 阅 咸 内 的 分 式 线 性 映射 。 亿 所 给 两 端 郁 不 是 草 位 图 域 。 因 此 
我 们 可 将 两 准 区 下 变 成 单位 图 城内 部 ， 严 然 这 时 就 应 以 单位 圆 城内 
部 作为 “中 间 ”。 各 步 映 射 图 示 如 下 ， 


(2) 


人 


乔 叶 图 6+5 


由 5。 划 3.， 需 用 相 做 变换 即 z= 吝 这 时 5， 上 的 点 a 变 

成 32 上 的 点 奋 。5s， 上 的 辐 域 是 单位 加 域内 崇 ， 但 为 便 点 a 变 成 

点 ， 我 们 可 将 35 上 的 点 宫 汪 成 5 .上 的 原点 5 =0, 映 射 是 = 
} 
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使 f。 上 的 点 5 安 到 5。 上 的 点 2/Re 师 遇 为 


ws=w/ Rs。 再 将 wx:= 六 -点 变 成 9 上 的 原点 《= 0， 函 数 为 
5 (ea 人) 1/ -Buy/R. 显然 在 9 平面 上 可 以 使 《= 总 于 
是 35。 与 5。 使 建立 起 如 下 关系 


, — Ww— 8 
Re 一 一 人 = R,eit 
! RR 一 站 只 六 一 py 


多 一 点 上 只， i 4 

R,:— Bw RR, Ri:— a” 
我 们 上 面 选 解 了 6 个 例题 ， 但 天 逢 四 记 限 不 能 面面俱到 ，、 只 是 
为 了 说 明 概 念 、 理 解 定 理 和 运用 公式 以 及 掌握 两 类 问题 的 基本 作法 
才 选 解 了 上 述 例 题 ， 而 有 些 问 题 的 解法 可 能 是 多 种 多 样 的 ， 不 能 用 
一 种 解法 包办 代替 . 因此 ， 读 者 只 能 从 所 选 解 的 例题 中 去 领会 方 
法 ， 掌 握 本 质 ， 进 一 步 地 形成 区 练 技 瑟 ， 

我 们 在 选 解 例题 之 前 ， 已 经 将 与 上 学 平面 有 关 的 区 域 故 所 使 用 
的 函数 列表 给 出 ， 这 件 事 是 很 重要 的 。 只 要 我 们 尽 可 能 地 把 - ' 些 基 
本 区 域 与 所 学 的 基本 初等 函数 的 单 叶 性 区 域 建立 起 联系 ， 然 后 再 把 
这 些 单 叶 性 区 域 与 上 半 平 而 建立 起 联系 ， 共 形 观 射 比 较 简 单 的 问题 
的 解决 也 就 好 办 - - 些 了 。. 上 闪 平 面 这 个 芝 域 ， 对 于 共 形 映射 来 说 ， 
好 比 是 一 块 “ 跳 板 ” 或 “基地 ”。 只 要 我 们 把 记 给 的 区 域 与 “上 织 
板 ” (或 “基地 ”) 联系 起 来 ， 问 题 就 算 基 本 解决 . 最 后 再 将 用 
“ 踊 板 ”联系 起 来 的 函数 表示 成 站 =/s) 的 形式 ， 它 就 是 我 们 在 第 
二 奖 问 题 中 所 要 求 的 映射 . 


三 、 习 题解 管 


即 


习 驯 (b*1) 
1。 【证 明 】 
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必要 性 
轩 且 线 遂 过 “= se 点 ， 租 直线 对 应 于 单位 六 局 即 [| =1， 
将 =o0 代 入 分 式 线性 函数 中 有 


5 十 -一 
名 


Aa%+8 _ % 
ced 4 可 e 
好 
因 “加 = | 和 =1, 所 以 
[al = le] 
这 硫 是 必要 和 条件 ， 
充分 性 
再 dl = [|, 风 分 式 线 性 函数 
1 
因而 和 有 jw| =1, 


即 在 || =| el 得 到 满足 时 ， 分 式 线性 函数 一 定 将 9。 的 某 条 直线 
2， 【证 明 】 
必要 性 
若 分 式 线性 映射 n= -+ 使 5, 上 的 由 三 回 弧 记 转 成 的 三 


+ 
角形 4BC 与 5。 上 的 直线 三 角形 A'B'C' 相对 应 时 , 必 有 5。 上 的 
三 直线 通过 > = so 点 ， 即 三 直线 交 寺 x=oo 点 。 因而 对 应 的 5 
上 的 三 图 弧 必 交 于 一 点 “= -二 (如 指导 图 6.6 所 示 )， 这 就 是 必要 
条 件 ， 
充分 性 
如 果 当 3。 上 的 某 三 圆 弧 交 于 一 点 “= - 时 ， 则 三 加 局 在 分 


< 鞍 人- 觅 射 下 ， 其 像 必 且 过 w= oo 点 的 三 直线 。 


上 


式 线 性 国 煞 = 
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指导 图 6:6 
因而 曲线 三 角形 4BC 被 映射 成 直线 三 角形 A4B'C'， 即 9。 上 的 某 
三 阐 周 交 于 一 点 “= -上 也 是 三 角形 43C 映 射 成 三 角形 AB'C’ 的 


充分 条 件 ， 
3。 【证 明 】 
为 使 分 式 线性 函数 y = -到 二 7 不 为 常数 ， 应 有 ad - be 二 0. 


共识 ， 才 使 4 上 的 图 周 | 对 = 工 变 成 5。 上 的 直线 ， 必 使 5。 
上 的 加 周 通 过 无 穷 壕 sO。 好 耳 线 对 无 穷 赤 点 ， 因 而 在 5， 上 对 应 


虑 # 几 过 点 全， 县 | = -人 | =1， 所 
ad ~ bese0, = 
是 系数 应 满足 的 条 件 ， 
4， 【证 明 】 


显然 ， 要 使 Imzx>0 共 形 地 映射 成 Imy<-0， 必 热 把 实 轴 Imx 
= 0 贞 射 成 实 轴 Imw = 0 (边界 对 应 关系 ) ， 所 以 分 式 线性 函数 


十 和 


(名 十 旭 
中 的 目 个 系数 a，8，e，4 必须 皆 为 实数 (这 可 由 5 的 实 轴 上 的 轨 
个 点 与 4w 的 实 轴 虐 表 认 的 四 点 所 组 三 的 联 立 方程 纽 求 得 系数 4， 
5，<， 几 。 由 分 式 线性 映射 的 共 形 性 《各 评定 血 》 ， 即 在 实 轴 1lms% = 
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0 上 产生 了 赤 前 度 的 旋转 ， 所 局 


dy Aad — br -0 
HL (ead ~ 


因此 必须 有 
ad — bi, 


所 以 ，3。 蕊 的 上 半 平 商 到 4。 上 的 于 半 平 看 的 分 式 线性 映 射 
的 一 般 形 式 应 是 果 数 


A+ 
et 

其 中 系数 2， 户 ， f 民 为 实数 且 行 ad 一 号 0 
5. 【 解 ]】 


着 使 单位 圆 域 : is| <1 通过 分 式 线性 函数 映射 成 单位 圆周 
<1 的 外 部 ls] >1， 必须 使 单位 圆周 |x! = 1 映射 成 革 位 团 周 ;wi = 
1; 且 当 5, 上 的 单位 贺 启 外 的 点 a 映射 成 9。 的 园 心 时 ， 则 < 关 
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坊 =1， 则 有 
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pi TT py ~ 
7 BT 或 ， 了 
当 抽 关 1 时， 它 重 和 煌 | 二 1 上 映 唱 成 |w| 全 二 
6， 【上 解 ]】 
区 域 台 实际 上 是 第 一 -象限 。 这 十 第 一 类 问题 。 因 此 ， 可 将 5, 上 
六 第 -一 象限 的 进 愉 的 像 来 出 ， 


2 -1 0 读 1 


ZS 他 
2 
i 
C) 1 2 
指导 者 8:8 
1 


亲 完 ， 生硬 办 上 三 点， 0, i, 2 钞 则 被 映射 成 一 1 0 ， 王 
= cc 好 =1, 因而 上 半 虚 轴 被 鼎 射 成 演 负 上 线段 [一 1,1.， 
注 次 ， 珀 看 4。 上 的 实 轴 上 三 点 ，0 ，1，2 分 唱机 歧 射 成 $5， 


的 一 4， 一 记 汪 二 人 ， 叶 =o0 有 时 ， =1。 显 然 点 ， 一 1， 一 7 


-th -Le 
二 ”的 异 长 绊 为 1， 


b 
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第 ~- 象 限 的 边界 〈 即 正 实 轴 与 正 虚 辆 ) 在 %-=0 以 机 且 交 ， 依 
盘 式 垦 性 函数 的 共 形 性 及 保 贺 性， 可 和 扼 它 们 的 像 必 在 w= 一 1 好 相 
直 充 ， 
媒 上 所 述 ， 可 断定 第 一 象限 的 像 为 了 的 下 半 个 茧 在 图 域内 语 ， 
(如 指导 加 6.8) 。 
7。 fi 证 明 ]】 
为 求 z =a 椒 的 旋转 第， 将 上 让 对 zs 求 必得 
Mw i 
ds (% 一 好) 
在 名 = 站 你 之 信 征 
rr tg 1 
f (0 =# 2 
对 上 式 两 端 取 辐 角 ， 并 代 fCIms (5 即 Imaz 0 有 
argj ' (a) =arpge— arg {oa~— 0d) ~ -arpgtilme) =0— 二 
因而 ， 二 半 平 面 到 单位 图 域内 的 分 式 线性 距 射 在 “= c 处 的 旋转 ; 
等 于 8- 二 
由 此 可 郑 
站 = arpgf' ta) + 本 


上 题 结 困 可 当 公 式 记 住 ， 以 后 经 常用 到 ， 
8。 {和解} 
因为 .上 半 平 面 到 单位 万 城内 的 分 式 线性 函数 为 


Pr 
健一 辟 


[ 
| 


由 条 件 了 (站 =0， 了 可知 = 二 由 条件 户 人 0 可 如 arg 了 (2D) =x， 
依 上 葛 


| 3 
0=argf (2) Ff 元 tm 


.489 — 


因而 记 求 峡 茵 为 


39， 【和 解 】 
因为 上 闻 税 面色 单位 赂 域 的 分 式 鳅 性 映射 为 


站 公 一 司 r 
-- 8 。 人 fm 人 


洒 条 件 六 ?25 =0 可 知 &=22， 员 条件 了 (2 让 汪 0 可 得 旋转 前 
arg 六 21) = 依 7 题 可 得 


各 


一 人 
站 一 5 了。 
于 是 所 求 峡 射 六 
2 
5 总 二 27 
式 
. 多 一 中 
名 十 27” 
10。 【 解 ] 


1) 由 关于 单位 阁 周 lx| =1 对 称 点 定义 可 知 ， 如 果 其 中 一 点 
为 a， 则 另 一 点 必 为 。， 


设 a* 声 2 关于 前 位 辐 周 的 对 称 点 ， 则 


i NE 


| 
Pu 


新 车 一 


二 


| 


“ay 6 
2 ) 如 果 耻 点 =3+z 并 设 a 关于 图 周 ， 


Iz 一 由 二 3 


一 


的 对 称 点 为 党， 山 由 对 称 点 定义 可 得 


2 
i 2 -总 
国 此 亡 求 的 对 称 点 为 
cr 2 i 1, 
2 
t1，【 解 ] 


显然 ， 这 是 共 形 占 射 第 二 类 问 题 ， 由 于 跟 定 了 条 件 ， 我 们 可 将 
碟 厂 两 端的 平 而 分 别 觅 射 到 相 庙 的 和， 上去， 并 使 共和 应 的 条 件 得 
到 渍 足 ， 然后 再 通过 “中 各” -一 .去 寻求 映射 关系， 为 此 ， 和 将 
4， 前 上 举 平 面 觅 射 成 了 上 的 单位 图 战 内 中 二 1， 并 使 (人 = 省 
argt' (=a; 再 将 5, 的 土 半 平面 世 映 射 到 人 上 的 单位 图 域 : |8i 
1 内 ， 且 全 区 =0，atgt (人 =0。 了 是 3 与 4 两 平面 通过 


了: 建立 了 关系 ， 映射 关系 图 示 旭 下、 


措 避 图 6*9 


通过 J:，y4* 村 Jo 两 者 的 关系 是 
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i Pd 
a 1) 
山 条 件 arg&' ta) =a， 依 7 题 结 论 可 知 
yw 
,= 地。 (2) 
骨 出 假 修 从 5 到 $s 的 映射 应 满足 age 人 = 0 所 以 
全 二 本。 C3) 
(I) 式 可 写成 
入 一 此 之 一 好 
将 (2)》 (3) 之 值 代入 上 式 ; 便 得 所 求 之 映射 为 
Wp plo 
一 wa 
12.。 [和 饰 ] 


1) 单位 回 域 ; | 所 过 1 到 单位 贺 域 : jw| <1 的 分 式 线性 映射 一 般 
公式 为 


多 = (xcEImz，8 为 实数 ) 。 


由 条 件 ， v5)=0 可 类 < = 由 条 件 ， argw'() =0 可 


知 (参看 指导 部 分 例 4) 
d=0 
于 是 


2 ) 贞 条 件 w (0) = 0 可知 a=0， 岂 条 件 ，argw'(0> = -可 可 


日 = 一 全 


2 
丁 是 近 求 映射 为 


13， 【证 明 ] 
HH 题 设 ， 详 有 


oid 
1 1 — i 
_1- | 
I C2)! 1 一 jz]: 
只 须 证 
1— |fiw)| ?= Hf)| :1 -- |g| *) 
RF 9], 
i fre ea rm 
Mi 疡 (5 = 林 273 所 以 
[一 ie 
| .二 
fC) 1 ~- as 
1 12 一 CY i ST i TO 
丸 Fl! ?=f 8) (%) = Ep 


焰 (4) 工人 代入 (3) 式 ， 并 依 (3) 可 得 


~ Ifew)| t=1— 2+ el 
1 1 -1 Tepe 
| 
= 


= | 六 (| 圭一 二。 


(3) 
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凤 而 【TI 式 得 计 .， 
14。 [证明 
只 须 将 13 题 中 x 斤 成 4， 并 由 
fo) =0 
便 可 证 得 
ja 1 
If (or) | = 网 2 


习 是 (6:2) 
1。 工 答 ]】 
由 于 富 藉 数 ww” 确 在 扩大 角度 # 倍 的 性 质 ， 但 这 上 只 于 “= 0 
战 。 因 为 半 = 0 
Ww 0 = Wz" = 0, 
所 岂 在 x= 点 不 泪 形 ， 而 除 xs =0 秆 任何 一 点 和 让 Ww' 记 0。 因此 在 
前 域 
Fe Mn cargs< 2 La 
内 单 叶 解析 ， 所 六 档 戌 蒜 背 映射， 
2. 【 答 } 
由 于 函数 w=%' 将 扇形 区 域 


G= {zt | 2) QO<args< 7)} 


上 映射 成 区 域 
D= fw: (CIs) 16) Nf (Oargy Tn) 
% =% 在 区 域内 单 叶 解 术 ， 所 以 构成 其 形 员 射 ， 
3。 【 答 】 
因为 =2% 料 全 域 G 映射 咸 区 域 
D= {wi (wi < MN C0 argy ~ 27n)} 
(而 指针 图 8'10) 
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指 守 图 6*10 
因此 ，w =% 不 能 将 区 域 G 映 射 成 iw| 二 1。 
刀 果 使 用 具 他 的 映射 函数 ， 能 硅 将 区 域 G 上 映射 成 单位 国 域 Iw 
“1 呢 ? 癌 符 是 和 月 和 定 的 ， 这 只 需 将 用 因数 5 = 兰 。 杜威 二 平面 


上 上 半 单 位 国 域内 部 ， 然 后 青 对 %, 平 击 的 区 域 使 用 xs:= 本 (x+ 


了 使 可 映射 镁 x 的 下 半 而 :最 后 合用 上 上 半 平 而 治 单 位 图 域 的 
分 式 线性 瞻 射 便 可 ， 


i 。 [上 答 ] 

根 式 滑 数 三 将 胡 域 缩小 的 作用 .但 是 单 们 圆 域内 ,|x| 1 不 是 
衣 域 ， 所 以 聘 数 w= zz 无 法 将 局 .<1 剪 开 成 半圆 并， 我 们 订 以 
式 象 地 将 根 式 国 数 的 作用 比 做 前 子 。 要 想 把 平西 〈 或 才 域 ) 筋 升 ， 
必须 有 下 坦 了 的 甸 院 才 可 以 特 片 前 开 ， 否 则 挟 不 能 尊 开 的 。 

如 果 是 这 样 的 区 域 G= {si (0 过 args< 27) 门 (| 二} ,黄道 过 
冰 数 = 二 的 王 枝 ， 可 以 将 G 前 成 9。 王 的 一 上 半 个 单位 圆 域内 
妆 卫 = 人 0 一 argetr) 人 人 | 太 二 让}, 因为 这 时 ;在 5 上 的 截 避 妈 线 
生 C0;13 处 可 以 下 驶 下 ， 

总 之 ， 根 式 隙 数 只 能 对 角 域 (对 寅 形 ) 有 缩小 〈 对 角度 而 言 》 
的 作用 .没有 和 裂 允 的 区 域 不 能 使 用 报 式 国 数 ‘注意 ， 疯 颖 必须 是 通 
丫 无 穷 远 点 》 ， 
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1)》 半 射线 族 argz = 日 映射 成 学 射线 族 ，argw = n+ 2kx 
3 ) 贺 族 |x| =+ 映 射 成 图 族 ， 
lw = 六。 

区 对 
1°" 半 射线 族 argz =8 的 上 映 射 如 下 : 

设 ze 央 由 =e 可 得 
PE Sn 

十 是 大 


P= p=r51n0, 


所 世 sind = E， 
天 


全 n= 和 一 potE". Slnd 一 站 tt 。- Br 
它 直 示 对 数 猕 线 。 
2 较 族 中 =” 的 上 映射 如 上 下: 
由 六 碘 述 有 
Pe y=rsing, 
所 以 ]egp = rcosd LS - cos 《 
天 
用 和 = Sin (2) 


1) +(a): fs 
(280) + (2) = cos:d + sin:f .= 1 


; 
所 以 
(logp): 二 2 一 op, 
- - 1 1 
号” 耳 数 二 (x+ 二 ) 将 
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1 半 射 线 族 映射 成 双 膨 线 族 : 


中 _-- 工 .=-1 
Coa: sin?p ” 
2" 圆 族 映 耐 成 琐 图 族 ， 
x? vi 1 
zt rt 
DD 
+ r 
6. 【 艇 ] 
设 = pe 二 二; 则 由 二 可 得 关系 式 
P- iy m= +2Kr, (1) 
于 是 将 


1) 表 骨 网 ， Re 二 0，Jmz= 民 映射 成 极 网 
n= erl, = Ca 

2 ) 直线 了 = 天 xx18 的 鼎 射 如 下 : 

出 公式 “1) 可 有 


w= klogp+é 

所 以 
p=03 

这 是 螺 线 。 当 天 =0 时 ， 螺 线 变 成 射线 
;二 请 


即 平行 于 实 辆 的 直线 经 指数 函数 w =e 映射 成 射线 argw = 六 
3 ) 带 形 区 域 二 Imz “BP 的 像 域 古 张 角 为 8- a 的 角 域 
eargw 一 片 ， 
当 &=0， 玉 = 2x 时 ， 上 述 角 域 变 成 清正 实 轴 章 着 的 平面 Ju， 
4 ) 半 带 形 区 域 G= {zx: (Rez 半 站 门 (0 之 Imx 之 0)}》 被 映射 成 
区 域 
D= {ww) >) NN Oargs<nD, 0Cac2n}, 
当 a= 2 时， 是 去 控 射 级 ?=0，1sxf<eo 的 单位 圆周 外 部 ， 
7。.【 解 】 


一 4 一 


我 们 由 对 数 映射 关系 式 
A=logp, 5=# 
可 知 
1) 圆周 el =R, 锌 映射 成 平行 于 虚 机 的 直线 #=1ogR,， 
2 ) 射线 ，args= 馈 被 映射 成 平行 于 实 轴 的 直线 ”= 中 
特别 地 ， 当 入 =0 时 ， 直 线 z= 内 变 成 正 实 轴 ， 
3 ) 角 域 G=tz:0<argx<a，0<e<2r} 被 映射 成 宽度 为 a 
生平 行 于 实 轴 的 带 形 区 域 
D={w: 0<Imw. ao), 
特别 地 ， 当 &= ?sr 时 ， 上 述 带 域 G 变 成 党 度 为 2x 且 于 行 于 
实 畏 的 带 域 
D= {wi0 Tmw 2x} 
4 ) 有 局 形 区 域 G= tg: Cg: -rar ， 0 2n, 
被 映射 成 半 带 域 : 
D={w: (Rew < 门人 二 有 < 
它 丰 平行 于 实 轨 ， 富 度 力 x 的 严 壮 带 域 。 
当 a = 2x 时 ， 则 变 成 平行 于 实 轴 ， 宽 上 诬 为 2x 的 左 半 带 域 ， 
8， 计 解 】 
很 显然 ， 这 明 共 形 映射 第 一 类 问题 ， 它 的 上 映射 关系 式 是 
如 二 (P+ -) cos0, "= 地 ( -六 jsing 
首先 将 上 半 平 面 的 边界 ]、I、 下 、 下 及 其 像 1'，、 有 .WY' 求 
出 : 
T=x, -110 +o0 (iz: (args 三 2 站 人 委 | 到 ce) 用， 
其 像 
[y=0, oo 有 一 1 (mw: (mw =0D NN (- oRey 
< 一 二 和 
J.8=7, Ootl, (EB {sz: Grge=7) NOE [对 1 )), 
其 像 
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0, -cog 1{iw:(Imy = 0 (- 0 .Rew< -1)1), 

.0=0，0<p 之 1，{ 即 {2: (argz = 人 0 站 (0 |z| 世 1))), 其 像 

N00, 1H 00, (Mim: (mw = 0 )1ERew .00))). 

M0=0, 1<0 .coop{z: (argz =0 NN (< ls 0)), 

B=0, 1 oo0(Bm{y: (my = 0 NN dRevw oo) 和， 

所 后 ， 依 边 鼻 绕 行 采 确 定 区 成 。 显 然 上 半 平 面 的 像 是 3。 .上 的 
(一 ec,1-， 人 71, 250) 为 边界 的 区 域 〔( 如 指导 图 81 和 


| 


2 


指导 图 68*11 
9.， 【和 解 】 
因为 并 YKOBCE HA 鸭 数 关系 式 汶 
Li 1 1: _1\.. 
tt (p+ )e00, ?二 MP )sine. 


全 


1) 图 域 G: tx| <R :1 的 边界 |s| =R 被 映射 成 炳 加 周 
3(R+ 南 ) 二 人- 去) 
日 当 % 沿 圆周 中 = 及 正 向 旋转 一 周 时 ， 对 应 好 ”在 椭圆 周 上 负 亲 地 
铝 行 二 癌 、 因 此 ， 册 边界 对 应 定理 可 以 确定 圆 成 四 之 R(<DD 被 映 
射 皮 山 园 周 的 外 部 区 域 〈 下 指导 图 6.12)》 。 
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指导 峡 6*12 
2 ) 山城 : 对 及 :的 边界 曲线 为 Il =R， 在 函数 = 


;+ 一 ) 的 映射 下 其 像 曲线 趾 椭 圆周 ， 


1 
F(R 站 工 他 -六 
并 且 当 zx 消 圆 周 苔 = 员 人 下 正 向 旋转 一 周 时 ， 对 应 地 * 在 椭 
罗 周 上 也 下 向 过 旋转 -- 周 。 同 此 ， 由 边界 对 应 定理 可 知 圆 域 可 守 民 
被 映射 成 酉 阁 周 的 外 部 区 域 “ 与 指 习 图 6-12 右 端 区 域 相同 ) 。 
3)》 设 如 的 边界 为 [1, 上. 下, 其 像 为 开 、 开 、 正 .我们 米 讨 论 映 射 
情况 ， 
lI: 8=0, 0<pE1{W {%; (args = 0) NN (00 | DD). 
其 像 
] v=0, 1 .co0(B{w: (Imw =0) 1) (1<Rew o0))), 
I d=7, OEPELCE (x: Cargs = (0 | 1 。 
扩 像 
及 ec 一 二 
E, rd nt{s: nargs<2an) 站 (1s| = 1)))., 
具 何 
', =0, —1<A#ael (HM i dmy = 的 站 (一 Rew<cly 
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册 这 和 弄 对 应 证 如 可 寡 下 半音 倍加 不 内 和 之 1l，1Tm% .0 的 保 城 
苹 上 半 平 面 《 如 指导 殉 6'13) 


ye 


措 守 冉 8+13 


10，【 解 ]】 

若 5 二 0， 则 在 函数 w= 二 (z- 之 ) 的 映射 区域 G 的 边界 [3 
及 其 像 [ .的 对 应 关系 如 下 ， 

1 线段 [4,1 被 映射 成 

re a(t 3) 

1。 单位 圆周 | = 1 被 映射 成 

1 线段 < ,1 

因 比 ， 区 域 G 的 僚 域 是 在 8. 上面 去 掉 线 段 ， -了 到 (e+ 二 
的 区 域 {如 指导 图 6.14) ， 

逢 5 一 0， 则 在 函数 > = 性 (+) 映射 下 边界 及 其 像 的 映射 


为 ; 
1， 线段 [4 站 要 映射 成 


pa 


1: 单位 圆周 jx| =1 拼 蜗 葡 成 

1 线段 -一 1 

有 线段 50,12 被 映射 成 

fl, 二 ec) 。 

直 边 界 的 对 应 绕 行 方 各 可 知 ， 区 域 G 被 胰 射 成 5。 上 而 去 控 真 


线 ，| - ee， =( + 二 ) | 与 [-1，+%0) 的 区 域 《 如 指导 图 8.15) 


1、[ 解 ] 
因为 这 是 共 形 映射 第 二 类 辣 题 ， 我 们 还 是 “看 两 端 ， 想 中 间 ， 
联系 起 来 找 函 数 ”。 这 两 端的 左 端 是 上 半音 位 加 域内 部 6G， 省 问 
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是 右 半 平面 卫 ， 显 然 ， 两 端 表 可 以 映射 让 上 半 琅 面 ， 然 后 通过 上 半 
平 而 这个“ 中间” 将 左右 两 端 用 函数 联系 起 米 ， 具 体 映 射 图 示 如 
这 

Oo 


A 


HY 


\ 
a 
Tt 
/a 
Ee 
\ 
er 


© : 


指导 图 16 
将 从 步 组 后 忆 来 并 用 < 去 示 % 时 有 


LE 1 

"(el) 
此 即 为 记 求 之 上 映射， 

2. 【解法 1 ] 

没 9。 上 的 民 域 为 GC，Yw 上 的 区 域 为 品 。 只 要 能 将 G 映射 成 单 
位 加 域内 部 ， 我 们 使 可 与 上 兴 半 曾 联 系 起 来 ， 显 然 这 里 的 “中 间 ” 
就 是 单位 圆 域内 部 ， 

为 此 ， 首 先 将 G 旋转 - 六 角度 到 5 然后 对 9 实行 下 yo- 


SCKHEE 需 数 肥 国 数 之 一 技 的 聘 射 ， 可 将 94。， 上 的 区 域 0, 映射 成 
4: 的 单位 贺 咸 内 ， 然后 再 将 yw 的 了 映射 成 5; ， 


各 步 映 射 图 示 如 下 : 


.人 
1 
~ 


A 
— 
条 


© | 


指导 图 如 17 
将 备 步 隐 射 组 侣 起 来 并 用 % 表示 % 时 有 
= iri wit1, Ce + 
基 一 总 


联接 起 米 俐 得 
一 名 十 


朗 为 所 求 之 距 射 。 
[解法 2 】 使 用 分 式 线 性 映射 


一 


使 原来 沿 着 [一 i, 访 前 开 的 5。 变 成 沿 着 正 实 轴 有 截 日 的 55。 然 
后 再 用 根 式 哨 数 


“和 
的 主 枝 ， 即 可 将 5; 映射 成 9。 的 上 闭 平面， 各 步 映射 图 示 如 下 


(9 Cw) 
和 


Cn 1 
, 入 

sN Gt 

Ne 和 
指导 图 6.18 
将 各 步 组合 起 来 并 用 % 表示 w 时 便 有 
和 
寻 为 记 求 之 喘 射 ， 
3，【 解 】 
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我 们 首先 将 9， 作坊 角 的 旋转 到 9。 的 映射 。 然 后 考虑 出 省 


的 上 半 有 平面 到 5 的 单位 加 外 部 的 分 式 线 性 有 映射。 由 边界 对 应 定理 
可 知 ，5:， 于 面 的 实 胃 必 然 映 射 成 5 平面 的 单位 加 周 ， 

我 们 让 5。 六 面 的 下 准 平 面 任 取 一 点 x， 使 其 岗 味 成 yw 平面 
的 单位 圆 域 前 赔 心 ， 于 是 a 关于 实 轴 的 对 称 点 &， 必 然 窜 映射 成 3。 
上 面 的 无 穷 这 点 《单位 圆 域 的 圆心 w= 人 0 美 于 单位 阅 周 | 外 =1 的 
对 称 点 ) .. 负 沪 分 式 线 性 有 映射 的 一 般 形式 是 

w= Ke 
完 | 一 
特别 地 统一 0 时 ， 度 有 [六 =1， 即 
Iw = K 卫 = IK| =1 


所 以 人 = 后 将 =ix 及 =e” 代入 后 符 
i 一 人 


2 计 十 富 


得 即 所 求 之 分 式 线性 映射 ， 

从 十 式 的 结果 看 ， 与 上 半 平 和 商 到 单位 阅 域 内 部 映射 形式 是 一 样 
的 . 事实 上 ， 这 个 结果 就 是 将 右 半 平面 旋转 玉 角 后 变 成 3r 的 上 半 
平 而 ， 然 后 直接 利用 上 半 平 面 到 单位 圆周 外 部 的 分 式 线性 映射 所 得 
到 有 的 ， 

4，【 解 法 1] 

我 们 如 道 ， 因 为 阅 周 与 直线 相 切 于 疡 所 以 在 分 式 线性 映射 下 ， 
其 像 可 视 为 二 条 平行 的 直 钱 (只 须 将 急 点 喘 射 成 无 穷 远 点 即 可 ) ， 
这 样 -- 米 ， 区 域 6 的 像 域 就 是 二 条 平行 直线 所 类 的 带 域 。 由 带 域 到 
上 半 平 而 的 肌 射 可 用 指数 函数 ， 这 只 须 将 其 宽度 变 成 x 即 可 。 各 步 
具体 映射 图 示 如 下 ， 


和 项 放 ,UC Res< 人 0, 
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GZ WW ri. 佑 号 
四 | pp 
i 和 
oO Xa 


t+ 19 


| % 一 2， = fm, 
2 
圆周 c: |. - 一时， : 了 
1 二 一 2j, = = 
xi 时 2 
| =1+ 周 ，。 2 -上 ; 
直线 和 5 二 B, 59; 
区 二 一 1 十 2 肝 ， .= 1, 
将 谷 步 映 躺 组合 起 来 并 用 x 寡 示 #2 便 冬 ， 
a 
W = te—'" 


[解法 2】 ”首先 使 用 zx = 一;。 在 此 映射 下 ， 贺 周 “ 及 丰 
线 /的 对 应 像 可 由 下 列 对 度 点 的 关系 确定 。 


拉 日 十 ， 2 一 圭 十 了 


多 二? 时 ， 51 = Fo0, 


直线 


z= 一 47 时，%1 1 一 

在 3-。 上 ， 我 们 再 施 以 变换 wx = ezim, 最 后 出 ws -ee 可 将 5 
上 洛 的 平行 于 实 轴 ， 宽 度 为 zx 的 带 形 区 域 映 射 成 上 半 平 而 。 各 步 觅 
射 图 示 如 |、: 


指导 图 6 2 
将 竹 步 映射 组 合 起 来 疗 用 % 表示 如 ， 便 得 


此 即 所 求 之 喘 射 关系 式 。 
5，【 解 】 
我 们 首先 将 区 域 G 作 扩大 了 
- 了 rz 然后 再 将 异 威 映射 成 上 闭 个 单位 园 域 外 部 , 商 数 是 ，xa = 
二 ) 冯 数 即 可 完成 到 上 半 平 他 的 映射， 


2 


指导 图 56+ 21 
将 各 步 觅 射 组 合 起 米 并 用 % 才 示 w 便 得 
sl (sd) trea) 


ut 


信 并 旋转 - 己 角 度 的 鼎 射 ，*1= 


最 后 使 用 > = 地 { x+ 
各 步 映射 图 示 如 下 ， 


yg 


:: COSNS, 
此 即 所 求 之 且 射 关系 陈 ， 
6. 【解法 1】 


令 二 Ee 则 


Te C1 -- er) ~ 
gt _ 1 


Eo De + pF Fb cr 


1 1 1 


一 一 


2 人 一 2 1) 2 cosd— 1 


先 求 单 让 加 网 | 二 1 站 $6 上 咖 的 像 。 因为 


元 写 元 
0 一 -一 2 
i 
i 1 1 
| -0 二 -一 -0 
2 4 J- 


所 以 单位 贺 戌 内 部 的 像 域 是 从 5。 上 而 去掉 直线 (- co，- 工 ) 的 区 
城 (如 指导 赔 8'22) 


指 杀 图 6:22 
[解法 2 TT 以 拒 湖 数 和 = 人 -2 硅 成 下 列 两 个 网 数 的 
入 - ， “+ -2 
JI 


由 江 YKOSBCEHY 图 教 的 驶 和 旭 性 需 可 草 ， 单 位 加 城内 部 Iw| 1 
被 肌 射 成 4 工 闸 且 弄 细 < 一 4, 们 的 区 需 ， 在 5. 的 上 时， 再 施 以 反 


演 映 身 v= 声 ， “= 0 被 映射 成 w= co，“= -4 被 映射 成 wy= 


-二 因此， 映射 后 的 5。 上 珈 是 有 变 幼 (~ ce。- 土 ] 的 区 域 。 上 
述 步 又 图 未 如 下， 


@) , 


YN WM 5 


i 


指导 图 68*23 


7*，【 解 】 

我 们 取 这 苏 组 不 粗 交 的 偏心 贺 旋 中 竺 一 个 分 别 记 为 天， 天。 作 
K, 及 大: 的 公 切 线 AB， 以 AB 为 吉 径 作 灶 贺 周 ;这 个 半 图 周 
与 K, 及 K; 的 略 心 连 线 充 于 4,5 是 点 。 则 点 4 与 五 同时 是 关于 
闻 下 ， 及 圆 天 ,的 对 称 点 ， 这 是 因为 霄 线 zxs 与 圆 天 及 天 ,机 下 
诡 ， 直 站 的 作法 可 知 六 也 问 时 与 天 下 天 : 相 站 交 。 因 此 ， 依 86.: 
定理 2 可 妹 ， 点 了 及 6 辐 时 是 图 KK 及 下， 的 对 称 点 ， 
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指导 均 6:24 
作 分 式 线性 图 煞 
VW 
x 


它 将 z= 点 上 映射 成 :0 点 ; 将 z= 点 映射 成 w=cc。 由 于 分 

式 线 福 录 数 其 厂 保 圆 性 及 对 称 点 不 变性 ， 则 大， 与 下 ; 的 像 必 定 古 

Jw 的 上 泗 以 多 = 为 心 的 阿 心 圆 天 太 天 (如 指 学 图 6 .24 ， 

这 是 因为 人 与 天 :的 像 下 与 人: 必须 保持 与 点 4.2 的 像 =0 

此 sc 对 称 关 系 ， 因此， 只 有 圆心 在 w=0 的 同心 疼 才 有 这 种 关系 。 
站 然 形 如 


的 分 式 线性 上山 时 部 具有 这 种 性 质 ， 因 此 映射 不 是 唯一 的 ， 

8. 【和解 】 

显然 ， 这 是 觅 射 的 第 一 类 问题 ， 我 们 还 是 用 “看 两 话 ， 想 中 
闻 ， 联 系 起 来 找 图 数 ” 的 办 法 。 左 端的 x 平和 申 是 平行 于 虚 轴 的 诈 
域 ; 右 靖 的 w 平面 是 单位 阐 域 内 部 .因而 容易 想到 这 个 “中 间 ” 
是 上 举 平 多 ， 

旧 想 把 左 端 的 带 域 映射 到 下 举 平 面 ， 必 须 首 先 将 带 域 变 成 平行 
于 实 轴 ， 需 度 为 x 的 带 域 ， 韦 将 各 步 映 里 图 示 如 下 ， 

将 营 步 组 合 起 来 并 用 % 宕 示 w, 便 得 


-一 和 2 一 


下 、 


0 


指导 图 6'235 


一 和 
一 dd 一 je 
9 je 


其 


一 人 


， Y 


0 


EL 


申 于 所 给 条 件 是 3, 与 5 上面 的 点 的 对 应 关系 。 因 此 ， 须 将 
3 上面 的 三 点 分 别 映 射 到 业 上面 ， 最 后 再 与 5。 相 对 应 ， 


六 
x= 一 工时 ， i 


-ice 时 ， K = 站 


将 上 的 三 个 值 分 别 代入 
— Ca 
se 
后 得 到 
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1 = ji 
{1) 


1—i 
i 
1 = 一 一 之) 
i 
ie (3 ) 


由 上 述 (1) 、 (2) 、 (3) 趟 求 出 a， 


人 二 7 一 一 有 


了 .838 一 
W = Eo 了 
i “1 一 站 je 了 
_ je zi—] | 
Ex BY, 


9. 工 解 ]】 
我 们 汕 法 将 4， 上面 回 域 ， 二 | <2 变 色 上 上 半 平 而 ， 然 后 再 对 上 


半 平 耐 实行 一 次 一 可 角度 的 旋转 如 可， 各 步 胰 射 图 示 如 下 ; 


3 失守] 妈 6*26 
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将 各 步 组合 起 来 并 用 % 专 示 算 重用 
下 而 根据 条 件 确 定 a 及 8 簿 


因为 /0) 


i, 


HIE 产 


T， 所 以 1 = 一 70 


-pp 


[ 
-0=— 


时 于 0 所 以 


即 


i 


一 一 


arg 六 0) = argse 


2 


【 解 】 
明 数 %| = 


lu. 


)] 将 区 城 G 映 射 成 G1，( 见 指 半 峰 6 


1 
or 


本 人 十 - 


N 


指导 到 6"27 
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名 1- - 


数 x: xi: 将 区 域 G， 喘 射 成 区 域 Gs， 函 数 = -一 9 


| 
168%. 


iw 


= 上 


将 区 战 全 映 射 成 区 域 G3; 函数 w=w %: 的 主 枝 将 6， 映射 成 区 城 
D ,各 步 映 冉 图 示 如 下 ， 
将 各 步 映射 组 台 起 来 并 用 x 表示 ww 时 便 得 
w 4 十 178 二 和 
3x:+1) 
读者 从 此 题 可 以 看 山 ， 一 般 地 赔 来 ， 放 图 域 〈 包 括 半 凋 域 ) 的 
内 外 部 ， 如 有 裂缝 时 ， 可 试用 浆 ygoacxati 通 数 z= 二 (z+ 二 )。 


并 


经 此 上 肌 射 后 的 区 战 革 本 上 都 是 学 平面 上 具有 裂 色 的 区 域 ， 
本 是 出 %: 平面 到 x 平面 这 一 步 肌 射 需 柴 较 离 的 技巧 与 经 验 ， 
11， 证明 ]】 
鼻 知 ， 由 于 (< 故 | 如 < 于 是 5 及 和 上 上 面 的 单 
亿 阁 域内 互相 对 应 .而 x=% 及 w=W 对 诬 于 原点 的 线性 变换 为 ， 
kd 0 = 
于 一 肌 各 圭一 御 , 镶 


ff {%) — Wo / 起 茹 ) Wi 


二 一 -一 一 一 
1 — wf (%) 一 Ea 
了 一 wf (人 
设 @= 工 人， 则 王 避 于 单位 轴 域 内 上 三 1 解析 ， |F CY] 之 1， 


目 Ed0) -0. 故 < =0 除 可 能 为 奇 点 外 -一 二 站 1 内 解析 。 从 


人 面 四 藤本 别 数 最 天 模 原 型 可 知 ， 当 民 记 7 之 1 时 


一 由 0 一 


故 有 
A 一 
1— wf | li Bl" 


显然 ， 等 号 成 立 仅 限于 了 人 =28 情形 ， 

12。 【证 法 11 

我 们 知道 ， 由 村 :单位 图 域 |g| 二 1 色 单 位 闹 域 jw 过 1, 且 |x| 
1 内 的 任意 点 x=# 有 睦 对 成 | 二 1 内 的 任意 点 5 时 的 分 式 强 性 映 
射流 


对 上 起 两 请 分 别 对 及 ww 卉 微分 ， 则 有 
1— 人 |: do = i 工 一 册 dy 


二 


人 1— Bb» 
今 加 风 入 一 六， 所 以 
5 98 Hw 
1— lal’ 1— BI 
故 
上 
1— [si 1— wl 
[证 法 2]】 因为 
is 
1 ~ fg 1 一 如 有 


1 ~ ~ d+ la *,% 
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所 以 


| 1 lw et ke le 
a = - | 
1 Was at Ke ie 
! 3 lz 
= ~ 9 2) C1) 
【一 应 客人 一 立马 ) 
dy ldst (sD ,01 lal 
ds i C1 — de) 
所 以 
_ 1- lal 
[dw| = Ep E£4 
13。 【证 明了 


我 们 假 仇 将 各 共 形 地 英 射 成 呈 的 分 式 线 姓 师 数 为 ww = 了 (%)， 

如 果 =f(w) 将 周 冰 jzi = 只 上 映射 成 圆周 wi =Pp,， 测 圆周 
[= 只 的 直径 【一 六, 只 在 w 二 (%) 虐 里 二， 必 被 肢 成 与 辐 虞 
w= 所 柑 十 交 的 加 弧 有 4， 由 于 阅 周 一 4 一 ?与 直径 [一 RR,RI 相 
育 交 ， 所 以 存 =f(%) 鼎 身 下 ， |- 可 =7 的 像 四 =5 也 与 圆 弧 
二 直 交 ， 因 此 ， 图 强 44 必 是 图 周 一 Pi 的 直径。 所 入 在 w= 了 (%) 
驴 射 卜 4。 上面 的 四 点 = 上 一 六， a++,，4~* 分别 与 5 平 
小 的 后 四 WF TDs Pas — 0 村 Ti 


指 中 图 6*28 
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由 于 分 式 线性 映射 具有 四 个 点 的 复 比 不 实 性 ， 所 以 
Rar pp- 


Roa-r -PM-p: 


R-at+r 站 着 
一 d+r -Pt ps 
整理 得 
(用 
CR+IMD -a (Pro 
由 此 可 得 
_REr ~ Rr -pm 1) 
(Rin RI 站 上 Ps) 


1 A 二 -1L 一 
这 里 本 pb, ， fs 0 


ee 


取 其 倒数 


1 1 


tC 
p 4 

区 数 x 上 1/x 当 1Sx 时 单调 增加 ， 所 以 如 果 注 意 六 >1，7 全 1， 
则 得 gy 所 pp。 这 卡 证 得 了 水 等 式 ， 

等 号 成 立 是 在 (1) 式 中 等 导 成 立 ， 因 而 是 在 4=0 的 时 候 。 

td+，【 解 

设 $5, 的 区 域 @@ 是 从 单位 辕 域 : | 直 <1 中 去 掉 线 段 ， [5 人- 
#j ee， ti 后 的 区 域 ， 

将 这 样 芍 区域 局 映射 到 单位 图 域 D; | 四 < 的 一 数 可 使 用 此 y 一 
KOBCEHEE 图 数 。 

如 何 根据 “ 厦 两 端 ， 想 中 间 ， 联 系 起 来 求 函 数 ” 的 方法 寻求 网 
身 羡 数 呢 ? 

首先 把 5. 里 的 圆 作 一 全 月 度 为 -a 的 施 转 ，%, = "%, 再 应 用 
由 VEOBCKEH 直 议 狂 


~ 
一 =" 一 ”= 中叶 一 一 
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便 得 到 -个 尖 掉 了 线 耻 [一 1，1 + 22 的 平面 51。 其 中 和 的 / 
#40 一 说, 因为 点 z=1~ 育 在 此 映射 下 的 像 是 扩 
1 LA h? 
“人 i ID 
用 线性 变换 


,A 
二 一 i 


1l+#, 
把 这 个 线段 变 成 [一 1, 1， 


再 使 用 变换 zs = eat 使 | | 所 1 作 - "个 旋转 ， 并 应 用 上 里 射 


1 1 
1 (m1) 
将 上 总 旋转 过 揭 图 玻 变 成 那 条 线 红 [5[-1，13 的 和 外部， 从 % 全 -(%1 一 


107d+5) 和 罗 = 了 (x+ 于) 中 消去 <， 再 代 回 原来 的 变数 "与 
», 便 得 到 所 求 之 映 身 


Ee jd 
(1 十 下) 《本 7 知 十 一) = (ex 十 所 一 了 天 
证 吕 
-一 4 人 一 


各 步 觅 射 图 未 如 了 于， 
名 


大 1 
| 
- 
Z, - > 


1 ] 寺 请 


NA % "| 
a 人 》 


©: 


天生 "3 
在 这 个 爱 射 坟 程 中 ， 我 们 取 9 去 挖 线段 C-1,19 的 区 域 作 为 


从 这 个 例子 中 可 以 想到 ， 如 果 在 单位 加 域内 的 半径 方向 上 有 截 
口 时 ， 往 往 使 用 冰 yKOBCKHE 亢 数 将 其 家 成 去 掉 某 一 线段 的 区 如 ， 
然后 再 通过 相似 朗 换 映射 成 去 掉 线 段 [-1,11 的 区 域 ， 取 尼 使 用 
并 YK OBCcKHE 反 未 数 变 成 单位 图 域内 部 。 由 此 昔 到 其 他 区 域 的 映射 
那 就 容易 得 冤 了 。 

15， 【和 解 】 

一 4 好 1 一 


由 于 凑 yYKOoacKH 困 数 


1 1 
w= (2+ 一) (1) 
将 阅 周 |x! ~-r，( 汪 1 映射 成 椭 财 辕 
| (2) 


("A (A 


由 《2) 式 及 所 给 条 件 可 知 


设 椭 国 ， -和 一 + 号 一 =1 (在 9. 平 而 上 )， 国 周 ， 人 加 =+，=9 


是 在 名 平 辣 上 上。 映射 关 系 如 下 图 所 示 ， 


， 5 0 © 


YY A 


指导 全 6:31 
将 各 步 映 射 组 合 起 来 并 用 % 表示 » 便 得 


名 十 Pr 
9 


孝王 
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第 七 章 解析 开拓 


本 章 着 重 讨论 解 怕 图 数 的 区 域 的 扩大 辣 题 ， 世 就 是 讨论 当 一 个 
已 知 消 数 在 一 个 区 域内 解析 时 ， 这 个 荔 数 能 杏 在 更 大 的 区 域内 解 久 
呢 ? 旭 果 说 能 ， 旭 应 和 在 什么 条 件 下 开拓 成 为 更 大 的 区 域 ， 以 合 本 数 
在 更 大 区 域内 解析 呢 ? 解析 开拓 的 方法 盐 作 各 等 等 ， 我 们 和 尘 从 解析 
开拓 概念 谈 起 ， : 


37:1 解析 开拓 的 一 股 概念 


1， 解 析 开 拓 上 原理 


设 区 域 D 乙 9， jz) 是 已 内 的 单 值 解析 通 数 ， 这 种 区 域 及 其 通 

数 的 组 合 ， 称 为 一 个 解析 元 案 ， 记 为 ， 
{D,f (2)}. 

两 个 解析 元 素 当 有 日 仅 妆 其 区 域 重 合 ， 于 其 上 对 许 的 函数 值 相 等 时 ， 
才 是 重 等 的 

设 (D,f(z)} 与 {6G,F(%)) 为 两 个 解析 元 素 ， 且 满足 下 列 条 件 ， 

(1)》 区域 祝 D, 是 比 了 DD 黑 大 的 区 域 ; 

(2) F(z) =f(%),%ED, 
则 称 遂 数 F(z) 为 .fs) 在 区 域 G 内 的 解析 开拓 ， 并 且 这 样 的 开拓 是 
唯一 的 ， 

事实 上 ， 若 在 包含 这 区 域 卫 的 更 大 区 域内 有 两 个 不 同 的 通 数 
F(x 与 g(%) 为 解析 ， 并 县 在 DD 内 F(x) =j(%x)，&(%) =j(x)。 由 
解 入 遂 数 的 唯一 性 定理 可 知 ， 在 区 域 G 内 必 有 F(z)=&8(z}。 这 
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就 是 说 ，f (3) 罗 解 析 开 折 是 瞧 一 的 ， 
[ 例 1]】 通 数 f(s) = Ds" 在 区 域 D= {x: [x' -之 1} 内 解析 ， 


而 哨 数 F(z) = 一 一 -是 5; 平面 内 除去 *=1 的 区 城 G= 人 5,~ 


《了 )) 拓 解答， 而 GD 赴 比 忆 更 大 的 区 域 ， 并 且 当 x&D 时 ， 


Fre 


F(x) =f(x)， 放 了 (%) = 六 一 就 是 函数 f(x) = x" 在 区 域 6 居 


DD 内 的 解析 开拓 ， 
在 解 衍 开 折 的 实践 中 常用 以 于 的 定 出 ， 
定理 ] (解析 开拓 原理 ) 设 1G,,f.(2)), {G4f:(z)} 为 两 个 解 
析 元 素 ， 且 满足 如 下 条 件 ， 
(1 区 上 碟 GG， 避 GG， 于 不 亿 傅 i: 
(2) D=G NG,, HH Dr.$; 
(3) fiz) =f.(tr), ED 
则 亩 数 
fi(2)， 当 EG 
Flzy=) f(x), WY EGO, 
fz) =f,.(2), 3 ED, 
在 区 域 和 = GUG 内 解析 ， 邮 {6G,F(%)} 也 是 一 个 解析 元 素 ， 
[证明 】 ”因为 在 G 内 F(z) = 六 (xs)， 在 G 内 F(%) =f1(%)， 
而 f(z)，fo(2) 分别 在 G， 与 6G， 闪 解 析 ，G,N 站 6G, = D0, 且 广 (>) 
=f.{x)，% 蕊 DP, 因 府 Fx) 在 G= GU G， 内 解析 . 《证 毕 ) 
这 旦 指 区 战 和 ， 是 既 包 食 Cl 又 包含 口 ;的 于 大 区 域 ， 而 在 0G, 内 
F(z) f(x)， 在 G， 内 ,了 『(%) =fz(%), 所 以 由 前 而 的 解析 开拓 定义 
可 知 ， 函 数 『(%) 就 是 人 (z) 在 G 内 的 解析 六 拓 ， 肖 然 了 又 是 f,(5) 
在 和 内 的 解析 开拍 。 在 这 种 意义 下 ， 我 们 又 称 (xz) 为 (x%) 三 
区 域 C, 内 的 直接 解析 开拓 ， 亦 称 f(z) 为 f(x) 在 6G, 内 的 直接 
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解析 开 托 ， 阁 称 1G 扩 (sf 六 (zs) + 为 百 为 直接 解析 开拓 。 
【 例 2】 说 


Eh 


f(x) = Dx", G: lei <1, 


辕 一 内 


六 (= 一 (Ge 
二 二 日 


舅 央 |， 仁 ti 四 | f(x) = 一 福 G, | f(s) = 


二 一 


{ 太 (s) 与 {6G,， f,(%))} 为 两 个 解 术 元 索 ， 且 满足 ， 
(人 号 es 五 不 包谷 ， 
<2)y D=G 人 iG 关内， 


(C3) f(s =f.(x)= 
所 以 内 数 


] 
1 一 各 


， 多 和 用 


[ f 《 ~ -一 有 芝 稳 全 ) 
| 


下 (ze f(x) = -上 “CGO, 
1]—z 


| 1 
\ f(z) -felx) = ED 


在 G=GUC, 内 解析 ， 即 {G,F(z)} 为 解析 元 案 ， F(z) 为 (x%》 
与 六 (5 在 区 域 G 内 的 解析 开拍 。{G (xz)} 与 1G: 六 (zx)} 互 为 直接 
解析 开拓 ， 

上 面 在 定义 解析 开拓 概念 时 ， 我 们 假设 避 是 一 个 色 域 。 现 在 假 
设 7 为 平面 Sx 上 的 一 条 曲线 ,在 ! 上 定 交 一 个 通 数 j(z), {CG， 
二 jz, 如 果 在 6 内 存在 一 个 解析 阴 数 F(z)， 和 目 在 上 上 F(x)= 
了 (z)， 我 们 亦 称 下 (2) 为 (2) 在 区 域 GG 内 的 解析 开拓 、 在 特殊 情 
况 六 ， 如 时 2 为 实 轴 上 上 的 线段 rcxwxT 并 且 用 lx) 表示 对 应 于 这 
此 卜 的 还 数值 ， 我 们 可 以 把 fx) 开拓 到 复数 平面 9x, 并 且 这 种 开 
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拓也 是 唯一 的 . 

[ 例 5】 正如 3 2.3 一 7 中 所 论 ， 在 实 变 图 数 中 ， 指 数 函 数 4 
三 角 王 数 sinx，cosx 等 在 实 轴 上 及 对 数 函 数 logx， 反 正弦 函数 
arcsinx， 分 别 在 和 一 1 之 1，| x |< 之 1 内 展开 成 窒 级 数 为 . 


De, sins Xe Dn see 


人 Coax+ YL 


,ogx =B- De 1) 


二 3… "(2# ~ 1) wtl 
写 |] 攻 2 大 十 Dy 


我 们 把 上 上 述 语 级 数 的 变量 x， 形 式 地 换 成 变 证 wx， 就 相应 地 得 到 复 
亚 景 的 奖级 数 ， 它 们 是 ， 


/en ， f.(%): px 1D)* 


COSw = >- 1y” 


Gr 


和 TS 和 = "5 


er ti 


{oat 31? 


pe) -pc De ,fe) -DD" 
1 二 1 


| 


1. {2# 1) wzm+1 
1 =。 


前 三 个 大 级 数 在 整个 复 平面 5x 上 都 收 禾 ， 后 两 个 在 相应 的 定义 域 
一 4| < 之 1, ]g| 所 1 内 收 航 ， 并 且 它 们 所 表示 的 图 数 在 相应 区 域内 解 
析 ， 前 三 个 者 在 平面 yx 上 的 每 一 点 和 解析， 后 两 个 在 圆 域 |x-1 < 
1, |z| <1 内 解析 ， 关 为 在 实 轴 上 ， 函 数 用 (%);f(2),， f(z)， f(z%)， 
f(z) 分 别 与 er sinx,cosx，logw，afcsinx 重合 ， 由 定 必 可知， 它 
们 就 是 这 些 相 应 晒 数 在 复数 域 中 的 解析 开拓 ， 正 是 由 于 这 个 原因 ， 

我 们 才 称 f,(2) 为 指数 淫 数 ， 记 为 : 称 廊 C) 为 正 荡 国 数 ， 户 (z) 
为 余 基 冰 数 ，/(z) 为 对 数 函 数 ， 上 (2) 为 反正 汞 函数 ， 依 次 用 sinx， 


cos%, 10g%, arcsin%g 表示 。 
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以 前 我 们 提 到 的 直接 解析 寺 拓 概念 ， 是 两 个 区 域 之 “ 变 ” 症 区 
域 ， 如 果 这 两 个 区 域 之 变 为 空 梨 ， 即 不 相交 ， 但 有 一 段 公 共 边 界 。 
我 们 相应 地 就 在 下 疝 药 名 为 连 续 开 括 的 定理 ， 并 在 些 革 歼 上。 给 定 
越过 弧 直 接 解 机 开 折 的 概念 。 

定理 2 (连续 开拓 原理 ) 。 设 {G,, 及 (%)) 与 (Gf.(%)} 为 酚 个 
解 术 元素， 六 且 满 足下 曾 条 性 ， 

(1) 站 G6,= 名 但 有 一 段 公共 边界 ， 设 除去 边界 的 两 个 端 
版 后 的 开 弧 记 为 万 

(2) 六 Co) 在 GU 上 连续 ， 户 (在 C 沁 于 连 续 ， 

C3) fits) =f.(%),zE1, 


则 遂 数 
h(x), EG 
re Fe CO 
f(x) = fz), El, 


在 CG=CUIUG: 上 解析 ， 即 全 ,Fx)} 也是 解析 元 素 ， 
[证明 ]】 易 娄 ，Ftzy 丰 区域 EC=eUecUG: 央 是 连续 的 ， 
依 Cauchy 证 型 我 们 来 证 ， 开 人 2? 泊 避 内 人 在 一 条 陆路 CCC 的 内 部 属 
于 的 得 分 等 二 堆 。 
划 果 CCe 或 《SG 则 由 Cauchy 积分 定理 有 ， 
| Feods=o， 


好 让 CC ct,, 河 CC tr 
CC 人， i 的 一 段 弧 ”Se {如 图 
7 则 用 Cauchy 积分 定理 有 . 

| F (x)dx=0, 


CUr 


f(s) dg=0 


CoUr 


一 477 CO— 


|F cas= | Fosds + | Fix)ds=0 
C 


时 morera 符 理 ， 了 (在 区 域 = GUEUG， 内 解析 。 即 
{GIULUG F(z)} 

为 一 解 术 元 闻 ， (证 些 ) 
这 里 的 丰 (z 为 G 内 解析 函数 ， 且 在 CG 上 有 F(zx) =j,(z) 

= 六 人 z) ,可 网 (x) 为 用 (%) 与 fC%) 在 内 的 解析 了 开拓， 在 这 种 意 

放下 ， 我 们 蒜 f.(2) 为 (xz) 在 6G 的 越过 弧 的 直接 解析 开 拓 ， 

玉 (2) 为 f(z) 罕 G 内 的 戌 过度 的 直 靶 解析 开拓 ， 亦 称 《G(x)} 

与 {G,,jf,(%)} 开 为 直接 解析 开拓 ， 


2， 完全 解析 序数 


以 前 我 们 在 定义 解析 画 数 时 ， 剖 是 局 限于 茶 一 个 特定 的 区 域 ， 
解析 开拓 原理 可 以 使 我 们 有 可 能 把 定义 于 一 个 特定 区 域 的 解析 请 
数 ， 扩 大 其 定义 区 域 ， 并 得 到 更 大 区 域内 的 解析 函数 ， 

一 般 弛 说 ， 设 和 一 出 解 析 元 素 {Gj (x2), 4G 了 (2)}* Gr 
fe }，。 却 要 其 中 任意 相 邹 的 两 个 元 素 都 互 为 直接 解 
村 开拓 ; 那么 这 些 解析 元 这 使 组 成 一 个 解析 光 素 链 , 这 个 链 把 开始 元 
素 {Gi,f.(w)} 与 最 后 的 元 过 {Gf,(%)】 连 搁 起 米 .。 我 们 也 把 {G，， 
有 (5)} 与 {Gf。(z)) 这 两 个 解析 元 案 称 为 互 为 解析 开拓 ， 问 样 ， 解 
析 元 素 串 中 的 每 一 个 ， 痢 可 以 看 成 是 另 一 个 的 解析 开拓 ， 基 中 每 两 
个 元 素 都 可 以 称 为 互 为 解析 开拓 ， 

由 解析 开 招 原型， 我 们 本 炊 想 到 ， 如 有 果 给 定 一 组 解析 元 业 {Gi 
J(z)》 {Gfz)》 具 中 任意 罗 个 解析 元 素 经 过 一 条 链 互 为 解 林 


下 拓 ， 那 么 这 组 解析 元 素 使 确定 一 个 在 C= UG 内 的 解析 函数 


Fz) ,我 们 铬 了 Cx》 为 一 般 解 析 酒 数 。 我 们 不 难 想到 一 个 一 般 解 析 
隐 数 , 它 的 每 一 个 元 案 还 可能 在 在 解析 于 扣 ; 钥 牢 开 拓 还 可 能 调和 相 在 
解 折 于 拉 ， 一 站 到 不 能 再 开 扩 为 下 ， 基 果 一 个 一 般 解 折 商 效 (x) 
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包 合 生 中 侍 意 一 个 解析 元 东 的 一 茹 稻 覃 开拓， 那么 我 们 称 这 个 一 般 
艇 站 :有数 三 人 沪 完 全 解析 函数 ， 基 中 不 能 再 扩大 的 区 域 6， 称 为 
它 的 在 柱 域 。 避 的 达 界 称 为 Ftx) 的 自然 边界 ， 显 然 扣 的 边界 就 
古人 在下 全 解 抽 玖 吉 下 人 的 芝 所 所 组 成 的 ， 

[ 例 4】 明 数 ,singycosx 省 序 是 在 复 平 而 上 的 一 般 解 析 却 
数 ， 人 日 基 完 个 解析 函数 ， 它 们 的 日 版 过 界 者 为 %= Se， 


[ 例 51 列 数 FF(%) = -一 的 站 然 边 界 是 由 无 穷 多 个 点 = 


前 下 【六 := 由， 十 1， 二 9 % 二 oo 所 组 坡 的 ， 

[ 例 86] 晃 数 FH) = 二 
界 是 出 1,2,…7 等 # 个 捞 点 组 成 的 . 

[ 例 7 了 1 轴 数 下 (sg) = 人 一 + 十 t 寺 -十 十 … 是 音信 


F 一 省 


图 域 ; iz | 之 1 内 的 完 金 解 析 遂 数 ，| zi! 为 盯 和 存在 城 ，]%|= 1 为 此 
日 然 边 界 ， 


证实 上 纹 数 》。 2” 的 收 伍 半径 为 R = 1 故 在 单位 并 | |= :的 内 


一 良 

部 ， F() 为 一 个 解析 函数 ， 只 须 证 F(x) 的 奇 点 稠密 于 单位 徐 周 
1s|=1 上 即 订 ， 

为 此 ， 先 证 ， 虑 z= 为 了 公 ) 的 一 个 六 点 ， 即 证 当 xs- 工时 ， 
并 人 全 

多 三 这， 则 

Flixwy=w + wt 
故 


limF ry limt(ye i wt 


由 # 的 人 尾 嫩 狂 ， 扎 limF (x) = ce 
由 5 = 工 为 上 (sz) 的 一 个 奇 点 . 


一 和 3 一 


其 次， 向 于 上 (8) 三 光 十 《2 十 十 入 
= sf (%:) 
Fe 在 x*:=1, 即 z= 土 1 钼 不 解析 。 同样， 出 于 
Fiz}=s+stt (wtt+t 二 

一 多 + wi+ f(y). l 
FC) 在 z:=1 上 的 点 也 是 F(x) 的 奇 点 ， 以 此 类 挫 ， 对 于 任 痘 下 
整数 *， 凡 能 满足 x*”=1 的 点 均 浆 (2%) 的 奇 点 ， 并 县 点 

wp = i =0,1,2, .2 1, 可 二 2， 


竺 密 于 图 周 | % ]= 1 上， 故 F(x) = Dis2 不 能 向 单位 圆周 | 1=1 之 


外 开拓 ， 故 | xs | 一 1 为 P(x) 的 存在 域 ，| x |= 1 为 (%) 的 自然 边界 
F(x) 为 | < 1<1 内 的 完全 解析 通 数 ， 

在 解析 开拓 中 ， 我 们 自然 要 解决 这 样 两 个 问题 ， 

1 ) 如 果 已 知 一 个 解析 元 素 {G, (xs)) 如 何 知 道 它 能 或 不 能 向 
另 一 个 区 域 6， 内 解析 开拓 ? 如 果 能 ， 将 如 何 去 求 这 个 开拓 函 数 
fj,(z) 呢 % 

“2 ) 如 果 已 知 一 个 完全 解析 函数 的 一 个 元 素 ， 如 何 去 求 其 他 一 
切 可 能 的 解析 开 折 ? 从 而 唯一 地 确定 这 个 完全 解析 血 数 ? 
这 里 采用 考级 数 法 和 对 称 原理 法 ， 


37*2 解析 开拓 的 一 般 方法 一 一 攻 级 数 法 


设 结 定 一 个 和 解析 汪 类 {G(x)}，sLEG, 是 任意 一 点 ,网 上 (x) 
在 x， 的 邻 域 Btz,p) 可 以 展开 成 辆 级 数 ; 


f(z) = DICH 2D)” (1) 


所 一 自 


其 中 C= 一 = 下 (x) ,这 于 有 两 种 可 能 性 ， 
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其 --， 设 级 娄 (1) 的 收 剑 六 径 及 ,= occ。 这 轩 级 数 (1) 在 平 
面 5% 的 逢 一 点 帮 收 伐 ， 共 和 函数 在 平面 5% 上 处 外 解析， 且 在 
G 内 与 万 (5 相同 ， 因 此 它 也 是 方 (5 在 6G 以 外 的 解析 开拓 . 

具 一 ， 如 果 组 数 《1) 的 收 仇 举人 径 为 - :有 限 正 数 时 ， 我 们 
在 级 数 () 的 收 侣 加 = {z:|% 一 % | 之 有 Ri 内 取 一 异 于 i 的 版 2 
并 在 xs: 的 邻 域 B(xs、P) 内 把 广 (%) 属 成 宕 级 数 


f(z) = DC — %,)" {2) 


站 一 让 


。 . 1 
其 中 全 一 A 所 


如 困 级 数 《2 )》 的 又 化 半 御 为 县 由 人 -年 满 忠 不 等 式 : 
RR | 3 一 C3) 
但 万 论 如 和合, RR 不 能 大 于 及 ,+ x 一 名 | 也 就 是 级 数 (2) 的 政 人 后 
加 不 能 侈 包含 级 数 “(1) 的 收 皱 贺 加 工 它 的 边界 。 不然 的 话 与 级 数 

《IT 的 监 伍 半径 为 只 的 假设 机 矛盾. 

3) 这 的 等 号 成 灾 革 ， 纯 及 ,= 及 ,一 1% 一 名 | 肝 ， 级 疲 
《2 ) 所 确定 的 函数 值 与 级 数 (1) 机 间 ， 因 此 级 数 2》 并 不 代 
志 新 的 东西 。 这 时 黄 圆 周 的 切 点 5 不 是 (x) 的 解析 点 ， 而 基 f(%) 
的 一 个 奇 点 。 因 为 ， 滑 着 半径 从 2 到 x 的 方向 ， 卢 (zx) 不 能 进行 
开 招 了 ， 《其 图 7 27 


2 


图 7 
污 《3) 式 的 不 等 号 成 立时 ， 即 当 Rs > 一 zs% | 时 ， 则 新 
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特 收 伏 贺 zs 一 2 过 民有 议 超 吓 了 了 所 求 的 版 铬 较 1 一 5 过 呈 ， 
(如 疼 7.2B ,于 是 级 数 《2) 在 了 内 浅 一 和 解析 商 数 1,{z)， 且 
fx) = 了 (zz NT 天 0. 因而 f(x) 泳 f(x) 在 了 内 洛 半径 从 
zi 到 %,; 的 方向 的 解析 开拓 
再 在 站 内 任 取 -点 Y 闪 zy 并 在 %， 点 葛 分 威 内 把 亡 人 2 于 开 
上 成 大 级 数 


fs) = PCH)" (4) 


[=| 


其 中 C= 一 一 /," (zs)， 


设 级 数 (4 》 的 收 敏 半 为 全 = fw:| zx 一 zBR), 泊 R>R, -| 2 一 
xs | 时 ， 级 数 (4) 在 忆 内 表示 着 :个 解析 前 数 f(z), 且 大;(x) = 
4 5 区 居 天 尖 才 因 府 天 ( 二 为 所 人 在 天 内 洪 尘 竹 愉 二 到 % 
方向 的 解析 片 折 ， 继 续 不 断 地 进行 ， 融 能 币 到 { 人 六 (的 所 有 有 解 
桥 开 扫 。， 纪 就 得 到 了 {G(x)} 的 记 有 可能 的 解析 并 挡 ， 即 沿 雇 有 有 
可 能 方向 进行 月 捷 。 肯 把 这 些 少 数 从 重新 得 的 人 区域 周 一 切 可 能 方 回 
进行 开拓 ， 如 此 不 断 的 进行 ，`- 直 开拓 到 不 能 青 开 丘 为 止 。 最 后 将 
得 到 一 个 更 大 区 城 @ 上 的 解析 咀 数 F(x)，F (x) 重 吓 完全 解 忻 图 
数 。 C 如 就 是 Et 的 存在 感 ， 人 各 的 壕 界 为 了 4) 的 自然 刘 界 ， 

用 大 级 数 法 开拓 ， 必 须 注 音 两 个 问题 

1) 如 果 级 数 (1 的 程 通 数 广 (z)》 在 收 往 圆 刀 因 的 任何 方向 
都 不 能 进行 开拓 , ”* 则 此 级 数 的 收 伍 圆 便 是 和 困 数 J 1(z) 的 存在 域 ， 
j 1(%) 便 是 完全 解析 函数 ， 贺 周 便 是 tz) 的 自然 边界 ， 

2 ) 由 干冰 数 的 窒 级 数 展 升 式 的 收敛 圆周 上 ， 译 少 应 有 一 个 青 
点 ， 质 以 在 收 伍 圆 内 廊 定 六 的 解析 畏 数 J,(z) 并 不 能 向 任何 方向 都 
可 以 进行 和 解析 开拓 ，。 如 沿 半 答 队 圆 心 到 奇 点 的 方向 就 不 能 进行 解析 
开 皖 : 

[ 例 8] 我 们 仍 以 肯 数 


--- 2 — 


2) 二 十 二 人 二 和 2 人 
为 例 ， 


由 于 f(%) 是 定义 于 | |<1 的 解析 函数 ， 其 值 为 一 二 一 ， 如 果 


在 单位 图 域 :| ;<1 内 任 取 一 点 5 尖 0, 则 ，- -一 一 在 点 的 某 一 邻 域 
内 可 以 展开 成 括 级 数 


Da ri (LL). 


比比 数 当 | x 一 111 一时 收 伐 ，]1， 


六 Ce > {1 oy 1 一 之 , 


| | 


如 当 “= 时， 展开 忒 为 
3 


其 收 合 团 为 | = 二 538， 于 是 下 () 就 开拓 到 1 x1<1 的 外 面 ， 


(1 - 了 (人 中 Dw" 的 一个 解 忻 开拓， 因为 在 国 


| 本 |<Y55 内 确实 含有 除 单位 网 域 | 1.<1 以 外 的 点 (如 图 


?7:3 戎 晤 记分 1)， 
2 六 二 -也 时 ， 尾 升 式 为 ， 


(2 s+1) 
-0 
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此 级 数 的 收敛 略为 
1 + 

| + 到 |<。 丁 是 

f(x) 也 开拓 到 js|<1 


从 十 1 


的 甸 面 。 级 教 (2 ) 


(了 是 Dw 一 个 
解析 开拓 . 因为 在 贺 
z+ 地 .< 内 确实 合 


上 国 7.3 有 |%* | 过 3 以 外 的 点 (如 
图 ?7 3 阴影 部 分 让， 


4 世 = 王 时， 展开 式 城 为 
\ + | 1 ” 
D1 (3) 
此 级 数 的 收敛 圆周 为 | x 一刻 |= 地 此 时 x= 工 为 新 旧 两 个 收 俩 加 
周 的 切 点 ， 这 时 J.(%) 没有 开拓 出 去 ， 


号 吕 


事实 上 ， 除 实 辆 正方 向 外 ， 单 位 加 内 的 解析 函数 上 (xz) = Ci 


可 消 其 半径 的 任何 方向 进行 开拓 ， 并 且 帮 与 -二 一 古 一 致 的 。 很 明 


1 


量 ， 一 一 就 是 sr 


一 必 4 一 


87*3 Schwarz 对 称 原 理 


1， 对 称 原理 的 特殊 情况 


定理 1 设 

1) 区域 6G, 与 6G, 分 别 在 上 半 平 面 与 下 半 平 面 关 于 ” 轴 对 
称 ， 它 们 的 边界 部 包含 x 轴 的 一 段 i 

2 ) 因数 1(%) 在 G6， 内 单 叶 解析 ，G1U! 上 连续 ， 在 : 上 取 
实数 值 ， 则 
Dw =f,(%) 越 过 ! 在 C,， 有 -一 解析 开拓 f(z) 在 在 ， 县 f(x) = 
f1(5), 

: fi(%), zsEG; 

国画 数 F(x) = 1 f(z), xE 他: 

ffi) 二 六 (xx 人 
在 G,UZUG， 内 解析 ， 和 县 具 有 对 称 点 不 变性 ， 即 F(z) = FF(5)， 

[证 明 】 作画 数 w= 户 (z) = 了 作 (5),%E CG, 为 证 f(x) 是 f(z) 的 
解析 开拓 和 ， 首 先 证 明 f,(zx) 在 G， 内 解析 ， 为 此 ， 设 %,%+ dEG: 

(图 7 了 :4) 
fils+ dx) f(r) f(s dD) -fF) - (h(E+45) -8)) 
A jj% BE 
因为 用 (x) 在 G， 内 解析 ， 台 EG 8) 存在 ， 故 上 式 两 边 取 极 限 
请 (sz) = Hmf (xy =f (2), 


存在 ， 即 f(x) 在 6G， 内 人 解析。 

其 次 ， 在 7 上 ，%=%=%, f(x) = 用 (x) =f (x) 
(f(x) 取 实 数值 ) 

其 三 ， 因 为 四 本 
limfe (x) = lim (8) =fi(x) = fx) 


i 
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故 疡 (5 在 G:U7 上 连续 。 刘 
应 用 $7 .1 一 定理 2. 册 于 
元 素 {G1,j1(%))， 与 {Gf ,2)) 


都 满足 条 件 ， 它 们 互 为 直接 解 

村 开拓 ， By 
全 于 证 起 的 第 二 个 结论 ， 

站 显然 的 、 (证 毕 ) 二 
显然 ， 在 定理 中 ， 如 果 把 


此 线段 换 成 一 个 男 狐 ， 共 他 
条 件 不 蛮 , 定理 仍 成 立 . 因 为 加 
路 经 过 线性 遇 射 可 以 变 成 查 线 段 ， 
2， 对称 原 理应 用 举例 Far 
我 们 以 火 入 尾部 剖面 线 流 问 题 ,化 蛤 为 加 的 外 部 绕 流 问题 为 例 ， 


畴 9 5 
这 实际 上 基 求 区 域 D， 由 单位 图 周 的 外 部 去 掉 由 个 相等 的 钱 彼 
后 的 区 域 到 单 伟 略 周 外 部 的 区 域 各 的 凑 形 山 射 问题 ( 立 ?:5) . 
区 束 D 虽 比较 复杂 ， 但 它 有 特点 ， 即 关于 坐标 轴 是 对称 的 ， 
区域 G 也 是 如 此 ). 为 此 ， 我 们 首先 将 区 域 D 在 第 一 象限 的 部 分 4 
陕 册 成 3w 平 面 的 第 一 条 果 的 部 分 如 使 4,o0， Ai 三 点 映射 成 1， 
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2 二 民 1! 然后 应 用 对 称 原 再， 
将 4 映射 成 8， 使 co 映射 成 lo， 的 此 又 如 个 : 
“图 7 .6) 


0 A 
泡 / 
oy 

2 Zi 5 ， 

2 Se 
”ny 
-A, -1 DD, 1 A, A -1 二 DO, A 1 2 

PR 2 
二 


/5 GE > 


将 各 步 组 合并 用 = 表示 w， 有 
"0 Vaal + 二 人 + 1 
汶 所 求 的 遂 数 ， 
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习 题 (7:1) 


二 有 
1 . 设 As) = 一 本 + 一 xl 


如 果 1a 1<1, 试 证 fa) + 了 (二 二 全 ) 是 f(%) 的 解析 开拓 


2 级 数 一 二 1- 一 z* 一 … 在 0 之 |%|<1 内 所定 义 的 函数 是 


否 可 以 开拓 为 级 数 一 一 + 一 了 + 一 +… 在 |%| 之 1 内 所 定义 的 二 


和 


3. 试 证 ， Bf) = 站) 所定 义 的 函数 在 左 半 平 面 


内 解析 ， 并 且 可 以 解析 开拓 到 除去 点 x= 6 外 的 整个 复 平面 . 
4. 实 函 数 fx) =| x1, -oo 之 x 之 + oo 能 否 开 拓 到 复数 域 ? 


可 
- xe 


5. 实数 /0) = | '“? 0 能 香 开拓 到 复数 域 ? 


4 < 一 


2 


6. 证明, f(x) = 这 x1 的 自然 边界 是 圆周 | = |=1， 


单一 】 


学 习 指 导 


一 、 内 容 与 要 求 


这 一 章 着 居 讨 论 ， 如 何 把 解析 旺 数 的 解析 域 扩 大 的 问题 ， 我 们 
不 仅 给 出 了 解析 开拓 与 完全 解析 函数 的 概念 ， 给 出 了 解 术 开拓 原理 
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和 连续 开拓 原理 ， 同 时 还 给 出 了 将 函数 进行 解 术 并 折 的 宪 级 数 法 和 
对 称 原 理 ， 因 站 我 们 要 求 读者 ; 

1 ) 清楚 掌 担 解 析 并 拓 与 完全 解析 函数 的 概念 ， 

2 ) 清楚 掌握 两 个 开拓 原理 的 条 信和 和 结论 

3 ) 会 用 解析 开拓 的 大 级 数 法 各 对 苏 原 型 ， 并 用 这 种 方法 把 解 
析 通 数 进行 解析 开拓 ， 


二 、 例 题 


Cr: 


[ 例 1】 试 证 由 有 (2) - "与 f(s) = 六 - 定义 的 


站 二 上 


函数 兄 为 解析 用 插 ， 
[证 明 ] 设 f(%) = 一 一 --， 则 当 xEGi= 人 x:|s1<4D 时 ， 有 


fz) =f 0 aEC, es-e |-#)) 时 , 丰 /(#) =f,{x)， 
售 定 多， 胡 3) 与 廊 人 ?五 为 解析 开 折 ， 特 别 是 当 |s 1 时， 
GG 有 
1 .{%), 所 全 上 
f(s) = fx), % 所 人， ; 
fs) = (), EGNG,, 
此 时 f(s) 与 f(x) 下 为 直接 解析 开拓 ， 

[ 例 2] 设 上 闪 平 面 上 的 区 域 6G， 它 以 实 轴 上 的 线 小 六 ，4 < 之 
actl 为 -一 部 分 边界 ， 设 上， 为 与 和 关于 实 轴 为 对 称 的 区 咸 ; 
万 (z)》 天 (5) 分 唱 在 GoG: 上 解析， 且 对 于 六 上 上 的 任意 一 点 和 

lim Cw ft = 0 C70, 
则 方 (z) 可 以 越过 六 解析 开拓 到 6 并 及 在 6G， 上 与 f(x) 相 一 
致 ， 


fz) = 其 信人 十 于 芭 辣 人 


一 得 9 一 


1 (CB) = + FC 一 了 
风 设 wx, 7)ImCF(2)) = Im( f(s) +f (2) = (7) -v(x 一 分。 
由 题 设 ， 对 于 1 上 的 点 有 limw (x,)) = 0, C70) 由 对 称 原 
理 ， 均 上 (%) 可 以 越过 下 解析 并 折 到 Ce。、 现 设 开 拓 到 G, 上 的 下 
数 为 p(t%) 
Flw) = f(z) + f(a) = {2), 区 下 后 | 1) 
同样 ， 设 Gx) = iO (xz) 一 疡 (区 
出 wx ERLG = -x + tx, 人， 
由 题 设 ， 因 limw, (x,)) =0 0 人 0 所 以 GC%) 越过 古 可 以 
开 折 到 6G,，。 滩 开拓 到 6G。 的 这 个 阔 数 为 {x%) 
GY = fs) f(s) 2EG, (2) 
由 C1》 与 (2) 得 ， 


f(x) = PC) 1%) (3) 


因为 es) (2) 部 在 GU GU 圭 解 神 ， 所 以 六 人 世 在 GU GG， 
U1 工 解 析 ， 贞 方 () 可 以 开拓 到 6G，。 色 因 为 p62)，Y(z) 在 去 
于 取 实 数值 ， 所 以 出 《3 )，《〈4)》 知 在 二 上访 (x) = 产 (8 = 所 (zx) 
坡 在 6G， 上 六 (w) 的 开拓 与 f(x) 相 一 臻 ， 

[ 例 31 假设 消 数 fix) 在 原点 和 解析， 并 且 在 原点 的 分 域 内 适 
合力 程 


(2 多 ) = 2f tg) -f(x) 
试 证 /%) 可 以 开拓 到 整个 侍 面 . 
【证 法 1 了 由 题 设 ， 存 在 原点 的 邻 域 B: lz 1<p (p>0)， jC%) 
在 了 由 解析， 虑 A(2%) = 中 (成 立 ， 售 “= 2z) 刚 ， 


/GD = af(3) (3) 
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在 二 一 9 站 成 立 ， 从 而 Fo 在 所 27 内 解 机 ， 抽 二 在 凡 1<p 


为， 上 上述 的 方程 成立 ， 根 据 解析 画 数 万 一 性 定 更 ， 则 在 | 过 2p 内 
有 ; 


这 


2 = of EY fy. 
如 早 令 :25， 同 和 样 可 以 挫 得 六 9) 在 lw :之 4p 内 解析 。 如 此 类 
推 ， 即 得 f(z) 可 以 并 拓 到 整个 平 商 于 去 ， 
[证 法 2】 因为 产 杂 在 原点 邻 域 内 解析 ， 故 f(z) 在 原点 邻 城 
内 可 以 展开 成 寡 级 数 ， 


fC) = QO ) 0) s+ 二 ss- -] /一 人 各 四 
+ ‘1) 
ri 0), "(0) > 
ff Tt 下 1 


yi (0) Er 十 
1 


依 级 数 的 来 法 矿 
Fe -FOON FO HEFCOON FICO AOC0 Dx 
0 FO CO) 
“+ 1 {#1 


二 站 ) 。 本 C02 | set 
下 1 
而 /2z) 在 原点 邻 域 有 展开 式 


27 C0) 2:f (0) Sm), 
TA 1 


又 因为 在 原点 邻 域 内 有 ， 
《25 一 2 
成 立 ， 故 级 数 展 开 式 中 国 次 窟 的 系数 相等 。 


一 色 1 一 


邯 ， 
7r0)=2F007-fC07)， 
DY or fOr 0 HCFC0 


27" 0). 2| 7 0) (07C0 
“1 21 11 


C0)].. 
_ 21] - 


2 0 -ar CO fCON 00) , 
nl 基 ] lr ew — 11)1 


+ C00].. 


#1 
人 
Fi 一 1 HP i 
f'(0) = ;1 f (0) = F007 7 (0) = 70 


1 
[ 和] Dp eC yy" 
f "(0) -gr 0 5 


OD CD 
lm ln V0. 


所 以 级 数 (1) 的 收 合 六 锁 为 R=00, 让 f(z) 可 以 开拓 到 墓 个 平 
向 ， 


若 0):0， 而 (0) 了 关 0， 则 得 
fC0)=1, £0 =f7O00) = =f (0) = 0 =1,2,.) 
(0)=[F ON FHCON=LAT OD, ftth 0 ) 
= fF" 0}, 
若 令 fC(0) =a 则 ， 
x A K 
f (x) = YT a” + Er 十 … 二 RT 


性 各 中 YY 
四 为 im -| 所 以 收 俩 半径 及 = o 
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克 上 乒 s 也 可 开拓 到 整个 平面 ， 

如 果 Fl0)= 六 (0)=0， 则 得 了 0)=0 (z= 1,2,…) 这 时 
Fr) 三 0. 

综 上 上 记述，. 矿 xs) 可 以 开拓 到 整个 平面 ， 


(全 4 二 汪 和 级 玫 -3 一 ,一 不 能 开拓 到 收 伐 圆 的 外 


(2 + 2) ( (2* | 1 


[证 明 】 因 为 1 = Bean GT 的 收敛 半径 R =1. 所 


以 f(%) 不 能 开 扩 到 收 钱 贺 的 外 部 。 否则 /"《%) -之 和 


f"(z》= yz 也 可 在 收敛 加 外 某 一 区 域 上 人 解析， 由 第 七 章 解析 开 


扫 例 题 7 可 知 ， 这 是 不 可 能 的 ， 
三 、 习 题解 答 
习 题 《7 1) 


1。 证 明 ] 
在 G: {x:| xs 二 人 内 ,显然 有 zs) = log(14x), 对 于 | 4 1<1， 


则 Fea) = log (tl ta), 总 Tw) =f 本 2 i (< 1 a 2 


a 1 (a 1 + + 这 个 级 数 在 ,= {x 


1+a 1+# Fe 


-zj<11+2 上 内 收敛 于 log( 1T+ -三 全 ) ， 邯 在 G6， 内 下 (%) 
= ]o 人 (二 8) 全 log ( Li Ee). log (14 2) ,而 GoG， 都 包 会 2 


一 3 


对 此 它们 的 交集 个 Gs 半 $， 且 在 GPRG， 内 有 F(x) = 产 =) ;所 以 
(fs ,0 与 (F(z), 和 万 为 直接 解析 开拓 ， 
2。 【证 朗 ] 


由 于 一 一 一 -ws 一 1 


%t% —1), 
和 Lr 1 一 1 - 

及 以 这 级 数 在 0 | < 内 收 训 ey’ 市 rp sw 于 

面 上 除 x= 人 0 与 x=] 兴 者 和 解析 ， 府 在 | 3 ! 半 1 内 ， 有 


! i! 1 -E(t 
WD 2 
WE 
-i + 
ww oo 
| … 是 级 数 -一 1~% 一 ~-… 越 过 
加 弛 {| |=1，0 <argx<2n} 解析 开拓 到 | x [>+ 内 所 得 的 函数 ， 
3 【证明 ] 
由 于 fo(z) = (了 在 Res< 0 内 是 解析 的 ， 令 w= 了， 


它 把 Rs = 0 映射 为 1 x1= 二 把 Rx 之 0 映射 为 19 [过 1， 而 级 数 


"的 收敛 轿 为 | > 1<1， A ， 所 以 为 f(D) 在 Rex< 


LE 过 去 站 


0 内 为 内 闭 的 一 至 收效 于 f(x) = 一 


解析 ， 
又 由 于 之 = 在 平面 3% 上 除 %=0 外 ， 处 处 解析 ， 故 f(z) 
可 以 解析 开拓 到 除 = = 0 外 的 整个 复 平 而 上 去 ， 
4、【 解 】 
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不 能 解析 开拓 到 复数 域 。 因 为 Alx) 在 x = 0 处 是 不 可 导 的 ， 
因此 不 可 能 存在 一 个 在 复 平面 上 解析 ， 而 在 实 轴 上 等 于 f(x)= 


1x | 的 复 变 前 数 . 

5.、【 解 ] 

未 能 开拓 到 复数 域 。 假 若 存在 一 个 在 复 平西 上 解析 ， 在 实 轴 上 
取信 F(x) 的 复 琢 数 六 xz) ,这 个 函数 为 Fo -1 , 0 这 是 


由 于 -下 在 x 关 0 解析， 根据 解析 函数 唯一 性 定理 ， 应 有 f(x) = 
sw 人 ) ;从 而 和 有 f(x) = 和 ?0 ,可 是 这 个 函数 在 x= 0 处 
“0 


于 = 
不 解析 ， 获 /《x) 人 能 开 折 到 台 个 复 平 而 
6， 萎 正明 j 


级 数 》x% 的 收 敏 半径 为 呈 =1. 要 如 耐 数 x) 可 以 站 级 数 。 " 


二 1 


的 收 化 加 外 开拓 ， 那 必 收 合 济 周 上 就 有 基 段 弧 是 完全 而 函数 /<) 


内 解析 点 记 组 成 的 。 这 段 弧 上 有 无 窃 包 个 x 二" 了 形式 的 点 ， 其 
中 户 和 #4 为止 整 数 ， 候 如 能 指出 有 x， 这 种 形式 的 点 不 可 能 基 函 
数 f(z) 的 解析 点 ， 邢 么 这 个 事实 就 证 明了 函数 f(x) 是 不 能 开 折 
的 。 事实 上， 

全 = pgso 中 0p-1 


了 一 | 


fw) ， 之 2 ‘Ee 


因为 Mi #9 1 我 们 条 z= 《px = 
这 样 ， 谱 Yt 共 申 NN 是 一 个 任意 大 的 正 束 数 。 就 有 


f(z) > po" -Bsr CM-g+| pn ~- (9 -1D 当 p->i 时 ， 


上 上 而 不 等 趟 的 右 端 趋向 的 数值 为 休 29+3=NN+2, 由 此 ， 适 当选 
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择 Po 对 于 所 有 的 p 从 (ocpe 起 豚 必 然 有 | As [人 > 近 。 但 十 ， 因 
为 六 表示 一 个 可 以 任意 大 的 烤 ， 所 以 我 们 得 到 结论 ， 当 = 沿 着 半径 
更 向 点 3% 时， 一 数 六 z 的 模 赵 疝 无 穷 天 ， 出 此 可 和 邦 ， 辐 不 能 是 天 
数 f(%) 的 解析 点 ， 故 /(%) 不 能 向 |% |<1 外 开拓 9，|%*|1=1 是 f%) 
的 自然 边界 
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第 八 章 ”初等 多 值 函 数 与 黎 曼 曲 血 


在 第 二 瘟 初 等 响 数 那 一 章 叫 ， 昌 然 已 经 遇 到 过 客 值 末 数 ， 胡 
rz 与 Logs 等 等 。 但 半 时 为 便利 起 见 ， 我 们 采取 了 服 制 辐 角 范 
图 的 办 法 ， 使 之 成 为 单 值 函数 ， 如 x 的 主 枝 + 心 %*、Logz 的 主 枝 
logs 等 。 在 第 六 章 讨论 人 根 式 函 数 x 与 对 数 育 数 Log% 的 肌 射 性 
质 时 ， 都 是 对 它们 的 童 值 层 〈 主 枝 )》 进行 讨论 的 。 当 时 并 没有 论 及 
这 些 单 值 补 之 问 存 在 化 么 关系 ， 更 没有 引进 解析 开拓 、 枝 点 及 黎 蜡 
曲面 等 概念 、 这 些 部 是 关于 多 值 交 数 的 重要 内 容 。 只 话 痢 明日 多 但 
函数 与 解析 逢 拓 ，、， 黎 墅 时 面 之 间 的 关系 ， 就 能 对 多 值 贰 数 的 解析 性 
有 本质 的 了 解 。 邮 不 仅 把 它们 的 分 枝 ， 而 且 也 拒 多 值 函数 本 身 看 成 
解析 尚 数 。 为 此 ， 这 里 重点 讨论 一 下 初等 案值 淆 数 与 歼 曙 曲面 的 关 
系 。 实 际 上 ， 我 们 将 会 看 到 ， 多 值 函 数 在 黎 曼 曲面 由 是 一 个 单 值 范 
数 。 因 此 ， 在 黎 曙 曲面 上 ， 不 划 给 多 值 冰 数 以 几何 表示 而 且 使 之 单 
值 化 ， 


$8*1 初等 多 值 函数 概念 


1. 单 值 枝 与 单 叶 性 区 域 


为 了 和 弄 洁 多 信函 数 的 概念 ， 我 们 和 尘 来 谈 一 下 单 值 校 与 单 叶 区 域 
将 联 系 . 
在 多 仁 注 数 中 ， 单 值 枝 的 概念 是 很 重要 的 ， 所 谓 区 域内 的 解 
本 函数 (3) 是 如 内 的 字 什 孟 数 F(z) 的 单 值 枝 ， 意 思 是 说 ， f(z) 
症 G 内 每 一 点 的 值 等 于 FF(2) 在 该 点 的 值 之 一 。 那 么 怎样 才能 分 出 
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一 个 客 值 函数 的 单 但 被 呢 ? 对 此 ， 我 们 从 初等 通 数 的 单 叶 性 区 域 谈 
起 ， 
对 于 团 国 数 z=w” 来 说 ， 前 形 区 域 
Gk, Kr. argy < (K+1) EK = 0,1,2,.., #1) 


中 的 径 一 个 部 臣 竹 清 数 的 单 叶 性 区 域 ， 就 是 说 ，z = w” 在 每 一 个 这 
样 的 区 城 Gk 内 ， 为 单 计 国 数 。 畏 数 z=w” 和 如 Gx 中 有 时 得 一 个 部 
映射 成 3% 平面 的 角 域 
D, 0 <arpg% on, 
一 般 地 ， 对 于 z=%"* 当然 也 可 以 到 区 城 


2(R+ x 
友 


~ 


Kr: x+ 2 fe 十 CK =0,1,2, :#1) 


为 其 单 叶 性 区 域 ， 函 数 %=w” 将 ex 中 的 每 一 个 都 映射 成 区 域 


D', na“ YA + 2n 
《如 图 8.1 记 示 》， 
总 之 ， 咕 郴 数 “= ?” 的 弟 时 性 区 域 是 9z 平面 上 张 角 为 -的 


角 域 ， 在 x=w" 的 映射 下 ， 它 的 像 域 是 4s 平面 赤 掉 一 条 半 射 线 ， 


> 


= 


由 $6'2 和 定理 3 可 司 ， 国 数 区 二 宗 ” 伍 Gs Gs “Gn 内 在 在 反 
匿 数 ， 这 些 反 国 数 郁 是 5% 平面 上 区 域 D: 0<argx<2r 的 多 值 


函数 厂 = 的 单 值 枝 ,它们 共有 * 个， 分 别 记 为 
(He) Cp) CS a 
令 = pe 则 上 庙 第 元 章 呈 得 


(CVE) We=pr ei (K=0,1,2, ,8-1) 
其 中 每 一 个 (3 % )x 都 是 定义 在 区 域 D: 0 <argz<2r 内 的 单 叶 
解析 函数 ， 其 值 域 是 Gx， 当 天 := 0 时， (以 %) =。 就 是 在 第 二 
章 中 提 芭 的 主 被 。 它 将 区 域 了 共 形 地 映射 成 区 域 和 

通过 上 而 的 论述 ， 可 让 看 出 ， 多 信和 函数 w= 3 % 在 区 域内 可 
以 分 出 # 个 单 慢 校 。 

下 而 我 们 考察 两 相 邻 的 单 信 枝 CV sw)x 与 (Ww )xi 的 关系 . 
法 为 5% 平面 党 正 实 办 前 开 议 后 的 区 域 ， 在 了 内 自然 定义 函数 
光 的 一 个 间 值 窟 为 

${w} = pe 全 站 C0 Torn) 

它 在 也 内 单 叶 解析 . 当 x 取 在 _ox 轴 的 上 方 时 ，e = 中 

De) = (Ug Ys 

当 * 取 让 ox 办 下 方 诗 ，e = 和- 2z， 节 (5) = (Ww xk。 这 就 下 示 
(ax 是 (sx 由 ox 轴 的 下 方 到 上 方 的 解析 并 折 。 向 样 
(zj)x 是 《xs)xit 的 由 ox 轴 上 方 到 下 方 的 解析 开拓 ， 同 时 
两 个 单 俏 技 (ws) 与 (Vz)rit 洛 正 实 轴 ox 相互 衔接 ， 

依 同 样 道 型 ， 两 个 单 值 枝 《xs )。 (与 CY sy， 也 向 严实 办 sx 

相互 衔接 ， 一 个 为 另 一 个 的 解析 开拓 。 


“2， 分 核 、 核 点 与 核 番 线 


斌 在 9x 下面 下 经 原点 = 人 和 作 一 简单 二 网 线 C ， 于 5 上 取 一 
定 所 sa=Pe ， 划 上 应 的 羡 敬 所 设 为 


iT 一 n 
WW ,= po ef 7, 
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它 是 属 和 区域 0 <argy < 一 一 的 点 ， 并 且 是 单 值 被 (5 s%)， 


丁点 本 的 但 。 
当 点 x 出 2 出 发 ， 洪 CC 依 道 时 针 方 尚 《如 图 8&2) 绕 原点 一 
周 并 问 到 x， 有 时， 对 应 的 了 数值 便 为 


tin 


Pht ET 
WW, = YP : | 
它 属 于 区 城 G1: 


外 


是 单 值 枝 在 点 % 的 人 入 ， 也 
是 环 ， 绕 原点 旋转 -2 的 结果 ， 


地点 z 但 由 名 出 发 ， 涪 CC 正 何 8"2 
人 以 上 成 1 周 ,，2 辣 ,'…n 周 再 重新 回 到 名， 时， 相应 的 函数 值 为 
2 2 让 


W,= pi et rn = Wii 


Boa—Tlr ， Pr 


P= ~ py £1 * a 


_ wo/ 六 oi! yw, 

它们 分 别 属于 区 域 6,,… ,Gs 1,G。 月 为 单 值 校 (3 zx) CK =2, 3,… 
一 了 在 % 所 的 值 ， 这 就 在 说 ， 当 点 x 从 %。 出 发 济 FTC 弱 原 点 人 
次 好 旋转 工 周 , 2 阅 ,…,# 周 重新 加 到 x, 时 ， 对 应 的 函数 值 便 依次 
地 从 ww， 二 成 yo 最 后 艾 挛 成 和 ,而 对 应 的 A i 
倒是 单 值 枝 (WY xs) 在 x, 的 函数 值 . 

我 们 花 围 经 原点 旋转 -- 周 ， 就 可 把 函数 值 从 一 个 单 值 枝 变 到 另 
一 个 单 值 梳 的 点 ， 称 为 多 值 通 数 的 核 点 ， 

如 条 围 经 校 点 旋 辕 # 有 周 时 ， 记 数值 又 章 狂 间 芭 其 开始 之 值 〈 即 
瞿 一 个 单 值 枝 及 重新 闻 刘 开始 的 请 信和 枝 ) ， 则 称 这 样 枝 点 为 8 一 1 
阶 核 点 或 代数 核 点 ， 

显然 ， 根 式 函 数 w= Wz 以 名 = 0 为 #-14 阶 技 点 ,扩充 平面 
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s$。 上 的 无 穷 远 点 也 是 = Ys 欧 # -1 阶 核 点 ， 这 是 因为 ， 以 原点 
为 中 心 作 相当 大 的 国 局 C， 点 x 沿 上 绕 原 点 旋转 一 周 时 ， 也 就 是 x 
绕 co 点 旋转 一 周 ， 这 时 ， 函 数 由 一 个 单 值 被 变 成 另 一 个 相 邻 的 单 什 
枝 ， 故 co 点 也 是 消 数 图 x 的 #z 一 1 阶 杆 点 ， 除 此 而 四， 函数 不 再 有 
工 他 的 核 点 。 因 为 没 着 不 包含 原点 的 任 一 条 闭 曲 线 变 动 一 周 时 ， 函 
数 必 的 值 不 变 . 

和 了 在 校 点 的 人 城内 画 数 能 内 枝 变 到 另 一 杖 ， 故 函数 在 核 点 
邻 域 内 缺少 单 值 性 . 它 以 最 简单 的 方式 破坏 了 函数 的 解析 性 
亲族 术 点 也 是 画 数 仙 查 点 

为 了 得 到 多 值 画 数 必 x 的 各 分 枝 ， 我 们 用 扩充 平面 8。 上 上 的 原 
点 与 co 点 的 连 线 厂 ， 或 出 原点 引出 的 任 一 射线 将 平面 分 割 开 来 ， 记 
得 到 前 区 域 便 是 函数 必 x 的 单 叶 性 区 域 ， 并 能 分 出 它 的 # 个 音信 
枝 ， z 

以 上 的 结果 自然 可 以 推广 到 函数 25 一 4 与 W -二 4 上 去 前 


者 以 4 和 oc 为 #~1 阶 枝 点 ， 征 者 以 4 与 二 为 *-1 阶 核 点 。 值 得 
注意 的 是 ， 后 者 并 不 以 o% 点 为 枝 点 (读者 可 自行 说 明 ) ， 

我 们 将 分 割 平 面 并 以 此 分 踢 多 什 曾 数 的 单 什 解 析 分 枝 的 线 ， 称 
为 该 函数 的 克 央 钱 。 例 妆 ， 由 原点 出 发 的 射 战 是 函数 尽 s 的 梳 制 


线 ， 连 结 a 与 4 点 的 直线 段 是 函数 - 兰 - 4 的 梳 割 线 等 


上 面 讨论 的 是 代数 枝 点 。 现 在 讨论 另 一 种 枝 点 一 一 对 数 核 点 
(或 超越 支点 ) ， 

根据 指数 力 数 %=#* 的 单 叶 性 区 域 及 对 数 函 数 W = -Logs 的 多 
值 竹 可 知 ，Logx 具有 无 限 多 个 单 值 核 为 (log%)，,, (logz),,…, (og~ 
2)…。 这 些 单 值 补 都 定义 在 4% 平 而 上 去 控 正 实 轴 的 区 域 了 上 ， 
它们 的 值 域 分 别 是 3w 平 贺 上 的 带 域 GG …。 

对 数 函 数 Logs 的 枝 点 是 原点 与 5 点 。 因 此 ， 从 原点 出 发 的 荞 
线 就 是 Logs 的 梳 制 航 、 它 语 以 分 昌 函 数 的 无 梁 包 个 单 值 被， 这 是 
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由 为 ， 当 s 绕 原点 依 六 时 针 方 向 旋转 一 周 时 ，w 的 值 雯 加 2rf, 即 出 一 
校 变 到 另 一 梳 ， 当 “继续 依 道 时 针 方 向 旋转 2 周 ，3 周 ，… 时 ，# 
的 值 便 依次 地 增加 4 ，。 6xri,…, 即 由 其 中 的 一 枝 变 成 相 邻 的 另 
一 校 。 但 永远 回 不 到 开始 的 一 梳 。 我 们 称 诛 点 为 函数 Logx 的 无 限 
阶 核 点 或 对 数 支 点 。 阿 样 ， 无 穷 远 点 也 是 它 的 对 数 枝 点 。 现 庶 巡 钳 
原点 与 co 点 的 射线 为 站， 经 过 和 =Logx 里 射 后 ,六 在 Sw 平面 的 
像 设 为 itK=0, 士 t +2,..), fr. 便 把 Sw 平面 分 成 无 限 多 个 他 
撒 区 域 Gr OK 的 边界 是 fkx 与 fris 段 而 将 Lop% 分 出 无 限 多 个 
单 值 枝 ， 

通过 上 面 的 讨论 ， 可 以 看 出 ， 必 ss 与 Logx 这 两 个 函数 在 以 下 
机 个 方面 是 类 做 的 ， 

(有) 对 于 日 变量 = 的 一 个 值 ， 可 在 许 客 个 值 与 之 对 应 ; 

{B) 在 枝 点 邻 域 内， 出 数 能 从 它 的 一 枝 进 入 相 邻 的 男 一 枝 ， 
即 能 从 -… 校 解析 开拓 到 相 邻 的 另 一 枝 。 这 直上 明 ， 枝 与 枝 之 条 不 基 剖 
无 关系 ， 是 是 有 着 密切 的 内 在 联系 的 . 

今后 ， 我 们 称 具 有 性质 (4) 与 (87 的 图 数 ， 为 多 值 函 数 ， 册 
此 ， 易 于 看 于， 在 复 变 图 数论 里 所 研究 的 铬 值 画 数 与 数学 分 析 中 所 
谈 的 多 值 天数 是 有 区 别 的 。 数 学 分 析 中 的 多 值 函 数 是 指 仅 其 有 性 质 
《 才 ) 的 立 数 :而 复 变 天 数 论 里 的 多 值 函 数 除 具 在 性 质 (4) 外， 还 须 
有 具有 性质 《B) 。 换 铝 话 说 ， 在 复 变 函 数论 开 ， 除 从 “对 一 个 良 变 
量 “， 有 老人 个 w 的 值 与 之 对 应 ”外 ， 还 从 【〔〈B》 以 说 明 函 数 的 多 
导 性 。 下 面 米 看 几 个 例 于 ， 

[ 例 1] 设 w=w%w:，， 今 %=pe*， 央 有 

对 二 Ww pie = pe ge) CK = 0,1) 
于 是 存 
站， = pe’?, 沙 ,二 estn, 

当 增 加 2x 时， 我 们 自 ww， 不 能 得 到 wi; 由 ww 亦 不 能 得 到 w,。 也 
就 是 说 ，w， 写 », 中 的 任意 一 个 ， 都 不 能 从 一 个 值 解 析 开 拓 到 另 
一 个 值 ， 峡 面 ， 不 能 说 函数 %=v zx! 为 包 值 还 数 。 但 它 与 河 常 所 说 
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的 音 值 函数 又 不 一 样 。 事实 上 它 为 “两 个 单 值 隙 数 ”， 
[全 2】 问 例 1 一 样 ， 通 数 = v1 -sinzz 好 象 是 多 值 通 数 ， 
其 实 它 囊 示 着 两 个 单 值 解 析 函 数 
w= COS% 与 全 = 一 CO5Sz， 
两 者 之 间 没 有 并 拓 关 系 ， 
同样 ， 甬 数 w*= 2cos:7 表示 两 个 单 值 函 数 : 
w= Cos 本 w= 一 3 Cos 
但 是 肖 数 w=% 全 是 Z 的 包 值 (二 秆 ) 困 数 。 事 实 上 ， 我 们 售 
“=r{tcosd-r ising}y, w= RcosB+istind}, MM 
Ri(cos?o@ +r isin2g) = r (Cosd + isin8) 
从 而 得 到 
R=Vr, $+ (为 0,1) 
显然 ， 所 取 的 # 的 值 不 同时 ，w 和 值 亦 不 同 。 现 设 
w= /rT (cosS + isin 5): 
当 % 沿 一 条 闭 曲 线 依 道 时 针 方 向 绕 行 ~-- 周 又 问 到 党 外 时， 如 果 原 点 
不 包含 于 其 曲线 内 部 ，8 的 值 不 人 变 ，w*。 交 不 室 如 果 诛 点 镍 壤 僻 
十 闭 曲 线 的 内 部 ， 则 外 变 为 81+ 2 而 ww， 变 为 ， 
六 | 二 vr|cos(S+7) +isin (5+ 7) 一 一季 0 
当 % 沿线 原点 的 闷 曲 总 多 次 绕 行 计 ， Bw EL 依 底 此 为 ;和 bp 
和 …， 并 且 
i 
且 -- 个 人 是 另 一 个 的 和 解析 开 拖 ， 阁 w=% 为 % 的 二 值 沙 数 ， 
“3. 函数 Ww =~p (z) 的 枝 点 的 判定 
黄 站 (的 为 六 这 多项式 ， 并 设 ly Hr Oye 为 上 %)} 的 互 示 相间 
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前 零点 。 且 

Ga 
其 中 al+ar ff+an= N. 

刻 前 所 述 ， 点 ao az …, am 与 co 点 可 能 是 泗 数 = 几 (zx) 的 被 
点 。 但 如 何 判 定 它 基 否 为 此 淫 数 的 枝 点 呢 ? 怎样 分 出 洋 数 的 单 慎 枝 
呢 ? 

对 此 ， 我 们 的 质 论 是 ， 

(DD 如 果 因 于， 你 一 4094 的 深 数 ex 不 是 4 的 整数 稿 ， 则 4x 
恒基 w 的 本 点 ; 

加 ”如果 ar 与 # 的 最 大 公约 数 为 kok< at 人， 了 而 0 = it 
= 了 

如果 尺 是 的 整数 倍 ， 则 so 不 是 多 的 校 点 ;如 果 人 不 是 
# 的 整数 倍 ， 则 0 蚌 w 的 枝 点 。 当 5 是 人 与 # 的 最 大 公约 数 ， 
5= 人 1，0<#， 则 co 是 w 欧 p14 阶 枝 点 ; 

中 如 果 区 域 D 只 全 有 这 样 的 简单 闭 曲 线 丰 , 它 的 内 郭 Gntc7)) 
没有 枝 点 或 有 枝 点 但 校 点 的 相应 数 Zax 为 ? 的 整数 人 和合 ， 则 可 以 分 
出 映 数 的 单 值 校 ， 

证 朋 从 隧 ) 

[ 例 1 斌 确定 基数 着 = ws- (一 2 的 枝 点 ， 

【 解 】 此 遂 数 为 二 值 函 数 ，zx = 0,1,2,o0 可 能 是 枝 点 。 由 于 # = 
2，N =3. 依 上 面 欧 结论 ，9，。 1，2 都 是 w 的 一 阶 枝 点 , 又 N = 
3 不 是 #=2 前 整数 合 ， 故 吕 是 枝 点 且 是 一 阶 枝 点 。 当 x 沿 只 会 两 
个 枝 点 的 箱 单 闭 划 线 绕 行 一 周 时 池 数 值 不 变 。 因 之 , 在 “平面 上 
去 掉 C0, 1 [2, oo; 或 去 控 ，(50,0], 1,23]; 或 去 挤 [0,93) 或 去 掉 从 
0，1，2 出 发 的 射线 ， 鲁 可 以 分 出 汐 数 的 两 个 单 值 枝 。 

[ 例 2 求 出 泗 数 = sxzkzs 一 力 : 的 枝 点 ， 

【 解 】 这 个 国 数 是 三 值 泗 数 ， 它 可 能 以 ， 1L， 和 co 为 枝 点 ， 
由 于 *=3N=3N 是 * 的 整数 倍 ， 所 以 ce 不 是 枝 点 .==0 及 
二 1 都 是 二 阶 校 点 、 将 x 平面 没 [50, 二 藤 开 ， 醒 可 分 出 单 慎 枝 ， 
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38.:2 区 晤 曲面 


1. 黎 受 曲面 概念 


为 了 把 多 值 函 数 也 象 单 值 丕 数 那 样 去 研究 ，Rticmann 第 一 个 
提出 把 区 域 的 概念 加 以 推广 ， 使 得 任何 一 个 复 灾 量 % 的 光 值 解析 项 
数 jz), 当 把 j(*) 看 作 是 推广 区 域内 的 点 的 四 数 时 ，f tz) 便 成 为 单 
值 唔 数 ， 这 个 排 广 的 区 尤 被 称 为 黎 曼 曲 面 ， 

所 放 Riemann 此 面 ， 就 是 出 许多 层 平面 (我 们 称 之 为 叶片 党 
放 在 一 起 而 成 的 一 个 曲面 ) .利用 这 种 曲面 ， 可 以 使 以 前 所 说 的 解析 
开拓 的 过 程 及 多 值 解析 冰 数 本 身 、 分 校 与 枝 点 等 概念 在 几何 上 有 了 
非常 直观 的 表示 和 说明 ， 对 于 某 一 个 多 值 熙 数 ， 一 经 作出 这 样 一 个 
曲面 后， 则 函数 就 成 为 这 种 曲面 上 的 单 值 函 数 ， 从 而 使 单 值 疯 数 的 
理论 可 以 应 用 于 它 。 这 样 ， 由 于 多 值 驮 数 所 引起 的 复杂 性 ， 利 用 几 
何方 法 便 可 以 蔡 除 当然， 在 实际 上 使 用 这 种 方法 并 不 容易 ， 而 且 
未 必 入 有 的 多 值 汶 数 爹 可 以 用 一 个 简单 的 曲面 去 几何 地 表示 它 ， 


2. 多 值 钞 数 与 禾 曼 曲面 


现在 我 们 仅 举 下 个 简单 的 例子 来 讨论 黎 芭 曲面 . 对 于 许多 通 
数 ， 当 然 要 用 车 干 叶片 来 适当 地 连接 成 一 个 黎 曙 曲 面 的 工作 是 相当 
复杂 的 ， 并 且 需 要 一 定 的 技巧 ， 

[ 例 1】 试 作出 多 值 注 数 ”= wv % 的 黎 曼 曲面 ， 

【 解 了 这 是 一 个 二 值 攻 数 ，x = 0 及 吕 是 一 阶 校 点 。 枝 割 线 可 了 到 
正 实 轴 。 因 此 这 个 通 数 所 在 的 9z 平面， 可 用 两 个 叶片 R。 与 ,来 
代替 

R,, Oarge< 2r，| % |>0; 
Ri, Bratgs dn, | 2) 
并 将 RE, 与 RR, 均 沿 实 轴 正 向 ( 枝 害 线 ) 前 开 . 将 R, 重 送 在 RR 之 
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上 上 上， 使 RR。 的 截 口 的 下 边 连接 到 ， 
的 截 口 的 上 边 并 将 只 的 于 边 也 
连接 于 R, 的 上 过 (局 一 个 连接 时 
凡 想 的 ) 。 这 样 两 个 叶 干 便 定 惟 [ 
处 相交 及 {如 图 8.3) . 

当 关 在 此 种 曲面 土 ， 和 月 时 片 及 ， 
上 一 氮 馆 ， 围 纸 枝 所 x=0 连 红 风 
亚 动 时 ， 输 前 出 0 增色 2r， 然 局 
由 叶片 ER， 进入 叶片 R,。 在 后 一 叶 加 83 
打上 , 8 又 由 27 增 到 47， 当 点 % 继 然 绕 枝 战 x=9 了 9 蛮 动 时 ， 它 
仍 回 到 叶片 及 上， 这 时 及， 上 的 值 可 以 认为 是 由 和 娩 到 87., 姥 
峙 全 瑞 到 2x， 这 对 于 甬 数 的 值 没 有 和 和 公 影响。 而且 % 与 和 之 妆 的 
关系 为 一 一 对 应 且 是 连续 的 ， 这 和 样 记 作成 的 项 面 ， 称 为 函数 vz 的 
Riemann 曲面 ， 用 这 样 确 定 的 两 个 叶片 连接 成 的 及 Icemana 曲 
而 ， 恒 可 以 把 原来 5% 平面 上 的 多 值 图 数 普 成 了 Rictmatn 项 面 下 
的 单 值 画 数 ， 闻 上 脏 每 两 个 相 邻 叶片 土 确定 的 崔 数 分 枝 ， 一 个 是 如 外 
一 个 经 过 截 口 处 的 解析 开拓 5。 因 之 ， Ricmann 曲面 上 点 的 单 什 
函数 A ， 除 原点 外 到 处 是 解析 的 ， 

应 当 注 意 ， 度 由 以 上 的 描述 来 把 Ricmana 曲面 基体 地 制作 出 
来 那 是 很 困难 的 。 因 为 当 我 们 先 把 叶片 R， 的 截 日 下 边 与 R 的 截 
口 的 上 边 连 接 起 来 以 后 ， 再 把 RR， 的 下 边 与 RK, 的 上 边 具 栖 的 连接 
就 无 法 进行 了 。 因 为 这 时 已 有 一 个 连接 好 的 平 而 存在 着 。 记 以 在 描 
述 Riemann 卓 面 时 ， 说 Ei 的 截 口 的 下 边 连 接 到 RR, 的 糊口 的 上 
过 ， 只 能 是 一 个 假 从 。 但 如 果 我 们 不 坚持 两 叶片 上 同位 置 的 点 必 济 
对 应 于 同一 个 值 时 ， 则 可 以 利用 拓扑 想 象 来 连接 河曲 面 ， 即 如 时 把 
无 穷 远 点 加 到 4x 平面 上 去 ， 则 所 得 闭 平面 R， 与 RR 就 应 该 是 球 
面 。 当 我 们 把 及 ,与 及 ， 都 治 枝 制 线 剪 开 时 ， 就 相当 于 这 两 个 球面 
都 从 南极 到 北极 甬 开 ， 因 此 ， 上 边 所 说 的 Riemann 曲 而 ， 实 际 . 上 
就 是 拖 第 二 个 球面 反 转 过 来 ， 再 与 第 一 个 球面 泊 截 口 处 连接 起 来 ， 
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其 结果 就 形成 一 个 封闭 的 曲面 。 设 想 这 个 曲面 是 富有 弹性 的 《比如 
是 橡皮 的 ) ， 并 把 它 打 上 气 便 得 一 个 球面 这样 一 来 ， 低 照 拓扑 的 
观点 ， 前 面 所 说 的 歼 曼 戎 面 与 球面 是 没有 区 别 的 ， 

[ 便 2]】 试 作 金 值 隐 数 w=Logx 的 黎 曼 有 曲面 . 

[和 解 ]】 依 国 数 w= Logz= log|z|+iarg%++ 2rkt 的 无 根 完 值 
性 ， 汝 点 zs 围 绕 枝 点 s=0 依 递 时 针 方 向 转动 ，w 便 依 次 增加 2xi， 
dnf Rf RE 如 森 zz 沿 状 烦 时 针 开 回转 动 ， 则 * 的 年 焦 
次 比 原 来 的 值 增订 - 92i, 一 4rni,…, 一 28 .因此 这 个 黎 曼 则 面 恒 
是 由 无 穷 多 个 叶片 记 构成， 市 且 曲 面 不 是 封闭 的 。 划 面 的 构造 与 螺 
旋 相 似 〈 如 联 8.4) 。z= 0 这 一 点 ， 起 着 坚 旋 中 柱 的 作用 ， 


余 3"4 
[ 例 3 试 作 二 值 冰 数 w=w 必 一 了 作 一 如 的 黎 曼 曲 敬 。 


【 解 】 售 一 = 一 2=p,6 = rr 


0 2 及 02x， 则 靖 数 是 单 


值 的 。， 当 # 趋 近 于 “= 2 点 右 侧 的 任 时 

一 点 了 时， 如 有 果 它 是 从 于 面 趋 近 ， 风 多 

由 + 凡 的 极限 是 零 ; 如 采 是 从 下 面 牙 CA 

近 ， 则 8.+8. 的 极限 是 47( 如 图 8'5)、 - < 2 
图 


如 果 


因而 人 半生 的 两 个 极限 值 之 差 是 2r， 
葬 数 在 这 些 点 上 是 连续 的 ， 
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但 当 点 x 赵 近 “= 1 的 左 侧 种 点 时 ， 角 员 与 由 部 趋 近 于 mm 
因而 洲 数 是 < 的 连 绪 软 类 ， 

当 % 位 于 线段 1<x<2 上 各 点 时 ， &+6 的 被 限 值 从 上 边 趋 
近 于 mr 从 于 边 趋 近 于 3z。 改 函数 人 在 此 外 不 连续 ， 

如 此 看 来 ， 单 值 耳 数 w 除 钱 段 1<x*<2 上 各 点 到 处 是 连续 解析 
的 。 它 是 多 值 隔 数 的 一 个 分 枝 。 枝 点 为 x=1 及 x=2, 枝 荐 级 是 1 
wx2, 41 与 2 都 基 一 阶 枝 点 ， 
“ 国 数 的 及 iemann 独 面 必须 包 狂 两 个 叶片 R&R， 与 及 把 这 两 个 
叶片 沿 着 线段 工 : [1l, 2 各 前 开 -- 个 截 日 ， 然 后 把 ER， 的 规 口 的 下 
边 连 接 到 R， 的 截 世 的 上 过 ， 及 ,的 截 口 的 于 壕 连 接 到 及. 蕉 口 的 于 
边 ， 这 样 连 成 的 连续 曲面 的 两 个 叶片 便 在 线段 工 处 交叉 。 当 一 点 连 
续 屯 在 这 曲面 土 移动 时 ， 它 便 由 一 个 叶片 ， 经 过 线段 LL， 进 入 男 一 
叶 生 上 上 去， 

今 设 和 出 及 册 在 及 上 的 值 为 w 及 ao 并 县 由 0 到 2x。 得 在 
Rs, 上 的 全 -… 点 ， 商 利之 值 可 能 同时 都 增加 2x 或 同时 减少 27, 因为 辣 
数 w 的 值 仍 与 以 前 相同 。 角 值 葛 这 种 改变 就 是 点 x 出 原来 的 位 置 
循 着 任何 围绕 全 部 线段 工 的 直线 回 到 原 有 位 置 。 同 样 ， 如 果 一 负 
8. 或 忆 保持 不 变 ， 另 一 角 增 加 dz， 熙 数 的 值 仍 然 不 变 . 这 种 改 
变 就 是 点 “在 一 曲线 上 移动 环绕 点 “= 1 或 x= ?2 两 次 ， 返 回 到 原 有 

一 般 说 来 ， 位 于 R。 上 的 每 一 点 ， 纪 与 9: 分 别 是 

0 .=a + 2n rm,0, = ;+ 2#,7 (4A) 

其 中 zz 问 时 是 正 或 负 的 个 数 或 奇数 ， 但 其 和 和 必 是 一 偶数 或 

零 . 如 果 各 与 #。 不 全 为 偶数 或 不 全 为 奇数 ， 则 角 (4) 便 是 叶片 


R, 上 的 点 前 航标 例如， 储 标 是 0 = 荆 ， 9. = 站 的 点 便 是 R， 上 的 


点 。 
根据 拓扑 的 观点 ， 忍 ， 与 R， 所 构成 的 改 1Emaamn 面 仍 是 一 个 
球 而 ， 因 为 把 光 穷 远 点 各 到 % 平面 圭 赤 ，R, 与 及 便 是 球面 。 这 
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梧 个 球面 依 裁 口 处 对 起 来 ， 并 打上 气 便 成 :个 球面 ， 
了 题 (8.:1) 
1， 区 分 下 列 泗 数 是 单 值 还 是 多 值 跟 数 ? 
1) /er, 0) weosx, 


3) Loger。 4) Lopsing, 
2， 讨 论 = 你 一 人 避 一 站 的 Riemann 昌 面 ， 


3、 讨 论 w= 二 (z+ ) 的 反 函 数 的 Riemann 网 面 


4.* 作 国 数 w=sin"'% 的 Ri:mann 外 证 ， 
5.* 作 满足 广 程 ，w' 一 3w -32z= 0 的 代数 项 数 的 Riemann 晶 


学 习 指导 


一 、 内 容 与 蛮 求 


这 一 章 的 内 容 ， 主 要 讨论 了 初等 多 值 函 数 的 各 个 单 值 酸 之 馈 的 
关系 枝 点 、 枝 害 线 及 Ricmann 卓 面 在 研究 多 值 活 数 中 的 和 作用; 
简单 的 初等 宪 值 孙 数 Riemann 曲面 的 制作 等 ， 

关于 初等 多 值 汕 数 的 各 单 值 枝 与 配点 、 枝 荐 线 的 关系 。 我 们 用 
对 烙 泗 数 稻 作 村 充 侵 释 . 

类 似 于 根 式 星 数 ， 春 以 考虑 对 数 孙 数 的 多 信 性。 了 了 

wh= (log%) k= 1og? (%) FT iCO (8) + 2kn1, (EL) 
(E=0, +1, +2,.:) 
是 w= 上 Log% 的 兆 穷 多 个 不 同 的 单 值 连续 分 枝 . 它 的 各 个 分 枝 骨 在 6 


内 和 解析， 且 有 -六 (log%) = (zeEG,E=0,+1, +2,..). 
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Logs 的 谷 分 枚 有 如 下 关系 


logg) ,Jogr (a) TiO {+ Dr) 
wo log), = logr (2) ~ i0 (%), 
第 _， = (OB) = Llopgr (ie) + 1d(%) — 277]; 


半点 j=0, 梳 户 线 为 党 负 实 轴 妆 下 的 射线 。 ( 校 割 线 也 可 取 作 
沿 正 实 轴 剪 开 的 射线 ) ， 当 * 沿 原 点 转动 - -同时 ，Log% 的 各 分 枝 
加 依 次 的 下 相 上 动 , 即 各 枝 沿 负 实 轴 互 为 解析 并 折 。 如 果 % 转动 一 局 
回来 后 再 继续 绕 诛 点 转动 ，Logx 的 各 枝 就 再 依次 地 上 下水。 可 贞 
Logx 的 各 分 枝 是 通过 枝 点 紧密 地 联 宾 一 起 的 。 它们 不 是 独立 的 存在 

下 是 因为 复 变 函 数 的 多 值 函 数 有 这 样 的 特点 ， 因 此 首先 要 明确 
冤 值 国 数 与 多 个 单 值 函 数 的 区 别 . 当 点 z 线 枝 点 转动 一 周 后 ,多 但 妈 
数 的 各 个 单 值 枝 便 从 一 枝 进 入 男 一 核 ， 涪 名 诞 俗 证 ， 儿 位 了 廿 数 的 各 
分 枝 不 续 弧 壮 的 ， 是 通过 棱 点 将 它们 事 在 一 起 。 答 多 个 单 值 遂 数 它 
们 之 间 没 有 这 种 联系 ， 

其次， 要 了 解 枝 点 、 枝 割 钱 和 多 值 隔 数 的 关系 肥 其 在 研究 多 但 
冰 数 上 的 作用 .我 们 在 第 二 章 中 所 提 到 的 多 值 阔 数 ， 根 式 孙 数 、 对 数 
阔 数 及 反 三 负 函 数 等 的 解析 性 问题 ， 都 是 指 它们 各 自 的 单 值 解析 分 
枝 (当时 ,我 们 --- 律 取 其 主 枝 进行 研究 ) .那么 对 于 一 个 多 值 羡 数 ， 
如 何 将 它们 的 各 个 分 枝 分 离 出 来 呢 ? 在 这 个 问题 工 枝 点 与 枝 割 线 起 
着 关键 的 作用 ， 从 多 人潮 测 数 的 概念 本 身 来 说 ， 当 点 5 绕 丢 点 转动 一 
周 后 (再 回 到 水 来 的 位 置 时 )， 多 值 隙 数 的 一 枝 进 入 另 一 枝 ， 因 
此 ， 为 了 将 它们 各 棱 妇 本 ,我 们 就 把 平面 沿 枝 斋 线 往 开 ， 使 不 能 
绕 核 点 转 动 册 。 贞 以 校 割 线 是 分 并 各 和 梳 的 - :把 “剪刀 。 

蝶 后 ， 些 理财 Riemann 半 面 的 作出 。 在 我 们 这 里 ， 它 的 主要 
作用 瑟 是 多 值 搞 数 单 倡 花 ， 击 前 过 的 叙述 可 千 ， 核 制 线 将 多 值 图 数 
省 枝 切 割 并 来 。 如 江 我 们 将 丢 割 钱 看 成 zw 平面 上 的 堆 口 ， 任 个 这 样 
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锡 裁 口 垦 果 再 连 锐 起 来 一 但 这 次 连接 不 是 恢复 原样 药 处 置 ， 而 是 
将 鹤 口 看 成 有 上 边 与 下 边 。 将 上 面 前 开 的 平面 依次 地 上 、 于 边 连 接 
起 来 便 形 成 了 新 的 曲面 , 即 Ricmann 曲面 ， 在 这 种 竺 面 上 , 多 值 讲 
数 便 是 单 值 芍 . 

为 此 ， 我 们 要 求 对 简单 前 初等 宪 什 函数 的 Ricemann 曲面 能 够 
制 做 出 来 , 

市 做 只 etann 御 面 的 大 致 步骤 基 ， 焉 定 核 点 、 棱 制 线 ， 沿 校 
基线 昔 开 ， 和 连接 截 口 。 


二 、 例 题 


【 例 1] 设 w= 8/%s 且 yy() = ~7, 斌 求 w 人 一 六 之 值 。 
【和 解 】 
我 们 先 来 分 析 一 下 题 意 。s x 是 三 值 函 数 ， 我 们 可 刘 w= 3% 
的 天 个 分 校 分 别 确 定 在 流 负 守 轴 前 歼 的 一 个 叶片 上 。 它 的 各 枝 都 是 
独 广 和光 解析 分 酸 。 所 求 2 一 站 之 俏 是 指 存 满足 人 = -的 条 人 性 
于 的 音信 枝 。 邯 让 此 条 件 去 确定 有。 为 此 谨 “= Ye 出 
oz ei 皮 = 0,1,2, 
这 里 xsEG， -nc in 
=iEG ,7?(2) =1, 90) = 二 


由 条 件 ， 有 


则 上 必 有 = 2。 
其 次 、 求 2 一 站 之 值 (“iE 如) 


因为 7(- 站 = 了 8 一 他 = -本 


T 
—» tur 了 


族人 


因而 所 求 w= 


这 个 例 于 过 大 单 值 枝 的 确定 变焦 所 给 和 条件， 各 枝 定义 域 与 值 域 
(如 措 和 村 疼 8:1 所 示 》 


站 Pr 
| D,. 3 < < 
! "3 


CG CA 
Fh -一 -bn 
(a TB 


\ 


Tw 
D,, 本 fT 


GE ns 
2 【于 = gr2) 
AAA 
> 
让 es 
2 和 


指导 :如 8+] 
【 例 2 丁 坷 申 数 =G 是 无 穷 多 个 单 值 解 仿 国 数 还 是 无穷 密 
值 遂 数 ? 
【 解 ] 设 a=4+ i5, 则 


- alloBrT thi} 


量 
wt 


rr 征 开 一 BSBs 
表示 症 元 当 密 个 单 全 傍 折 户 数 ， 
Fa ert Br) 
事实 上 ， 卫 w=f+e*， 则 各 核 可 写成 
ETO MOR Bre Stiugor A, 
当 zz 绕 原 点 %*= 正 向 转动 一 周 后 青 寺 到 不 来 位 置 时 ， 即 3 增 
加 了 2=, 则 
errorlogem per ttenlnmY ~ reo"ilope = Ere lo ， 


着 没 育 合成 下 一 枝 ，572 ”iso+ 290。 周 痒 地 ， 其 他 各 枝 也 无 变化 。 
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所 过 和 = 且 证 无 限 多 小 音箱 更 数 ， 因 此， 不 能 从 者 竹 
jo 2 p18a tan) 
的 表面 形式 上 去 潭 靳 是 “ 真 ” 多 值 还 是 “ 假 ”多 但 。 我们 要 君 它们 
各 村 是 否 人 和 内 在 旺 系 ， 否 则 可 能 扰 “ 候 ”多 值 的 现象 所 这 感 ， 
【 例 5]】 作 一 值 画 数 请 =w (一 有 人 20 一 3 的 Riemann 
曲面 . 
【 解 ] 首先 ， 点 #1,%=2,%=3 是 蔷 儿 的 被 点 ，ce 此 是 一 个 
较 点 。 
如 党 我 们 沿 %=1 在 正 实 向 上 间 右 前 开 ， 璋 下 的 区 域 巷 为 C， 
并 令 . 
名 一 = 二 fe 


出 


- +32 十 8 
WF 


在 区 域 避 上 土 解析 ， 

这 个 极 数 的 Riemann 曲面 蚌 册 两 个 叶片 R。 与 Ri 所 组 成 ， 
它们 都 沿 着 5%= II 到 %= 2 的 线段 工 , 及 沿 着 = 3 的 右边 一 段 实 轴 工 : 
摇 开 ， 然 后 按 指 导 疼 8"2 连 接 起 来 而 成 ， 


|. 
下 


指导 图 82 
国 为 当 =< 党 着 指导 图 8.3 的 :的 道 时 畦 方 沿 解 桥 开 拓 ， 函 数 
… s%- 工 的 值 变 动 的 结果 差 一 个 符 号 。 而 函数 wx -8 与 -3 
不 灾 。 困 之 2 在 “上 变化 的 等 果 就 差 一 个 符号 ， 故 Ricmann 曲 
而 在 1 与 2 之 间 的 连接 情况 见 指 导 国 8.7，、 = 灌 C， 的 道 时 针 方 
向 解析 开拓 时 ， 函 数 v zs 一 1 与 -2 在 56, 工 的 项 者 差 一 个 符 
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号 。 而 v” % 一 3 不 变 ， 结 果 w 
的 值 不 变 ， 因 而 Riemann 曲 
面 在 2 与 3 之 疗 的 连接 情况 如 
此 导 图 8:2 所 示 , 同 理 可 知 
Riemantn 则 面 站 3 至 ce 的 连接 
指导 图 8"3 情况 如 〈 招 导 图 8 2) 所 示 ， 

值得 注意 的 是 ， 在 这 个 连接 的 曲 而 上 ， 我 们 可 以 在 叶片 R， 上 上 
作出 【当然 不 是 任意 的 ) 一 条 完全 了 包含 在 RK 上 的 湖北 C ( 见 指 导 
防 [8:4) 。， 在 RR, 于 于 人 的 内 部 tint(O)) 及 外 部 《exttC)) 分 别 取 点 
人 与 BB。 我 们 在 这 个 Ricemann 湖面 上 完 爹 可 以 不 经 过 CC 而 由 所 走 
到 B ( 见 措 时 图 8.4 的 路 线 CY》 。 其 中 实 线 是 位 了 于 KR， 下 的 路 段 ， 
涝 线 是 位 只 上 的 路 自 ， 


这 样 一 来 ， 这 个 

Ricemann 有 得 面 与 球 向 

是 态 水 相同 的 ， 
” 很 据 拓 扑 的 观 

点 ， 所 谓 沿 工 ,及 工 : 盟 

开 ， 实 质 上 是 把 复数 
指导 图 8*4 球面 ER, 与 R， 都 允 成 
两 条 裁 六 .或 者 说 ， 把 R&R 与 ,部 打 两 个 润 . 设 这 个 球面 是 由 定 有 弹 
性 的 橡皮 做 成 的 ,由 于 每 一 个 都 有 两 个 洞 , 故 可 以 拉 长 而 成 一 条 橡皮 
管子 ， 反 这 两 个 橡皮 管 在 前 口 处 连接 起 来 就 是 上 上面 所 说 的 Rietmana 
曲调 ， 这 全 曲面 是 一 个 环 面 。， 从 环 南 梁 看 ， 则 上 还 的 连通 性 是 下 足 
怪 的 ， 

普通 的 球面 《或 平面 ) 与 Ricemann 曲面 之 间 鸣 根本 差别 在 
于 ， 在 球面 上 所 作 的 任何 一 条 简单 的 闭 曲 线 ( 圈 线 ) ， 总 把 球面 分 
成 两 个 部 分 ， 使 得 位 王 这 两 全 不 则 部 分 扒 的 两 全 点 ， 不 可 能 用 一 条 
不 通过 那个 圈 北 的 间 线 来 联结 起 来 ， 但 这 个 性 质 对 于 其 他 的 曙 面 来 
区 虱 不 成 立 。 《指导 图 8 4》 就 是 一 个 例子 。 


— Bld= 


]，【 解 】 
1) we* 为 两 个 单 值 消 数 


上 


i nl 
事实 上 ， 让 z= re"， 册 
.一 时 edirtns TD in 二 27 吉 
Ee = =# ? 二 er 
当天 = 村， 
-一 a 
一 下 mr 
(Ee ? 2 = 
当天 = 工时 ， 
十 问 站 村 上 , 于 本] 站 让 站 re ， rE 上 . 
Ca HE 6 2? 2 = 1 gi 1 pf 
于 电 毕生 生计 _ 本 
”一 时 
二 一 2 二 一 中 


但 当 9 增 加 2z 时 ， 即 x 绞 原 点 转动 一 周 时 (Ve)， 不 能 变 成 
(we ) 1 辐 样 地 ，tw ee) | 也 不 能 变 成 (we*),， 


2) vcosx 是 二 值 函数 。 枝 点 “= (2K + 也， 
3) Loge* 是 无 限 多 个 不 同 的 单 值 解析 函数 ， 


贡 一 交 ) 昌 一 站 十 呈 交 加 一 下 十 各 7 
事实 上 ， 

= LoOpge ~ ope 十 让 下 下 二 区 十 二 
送 足 二 DR ， w= 
当下 = 1 时 ，w = +i2n 
当 是 =2 讨 ， 知 二 十 半 


显然， 当 5 的 辐 前 由 8 增加 3x 时 ， 和 省 校 不 动 ， 并 不 能 使 一 
枝 变 成 另 一 枝 。 记 以 各 枝 是 狐 立 无 关 的 单位 解析 谓 数 ， 
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4) Logsins 为 无 限 多 值 丽 数 。 核 点 是 ， 二 zy 二， 


2， 工 解 】 
我 们 展 s 一 4= Fe, 一 上 = 了 0 则 
tt 
WE Fr 全 : (=0,1) 


它 有 的 枝 点 证 5 -4 友 %= 8， 连接 za, 止 点 的 直线 段 是 硫 割 线 ， 沂 
核 邮 钱 瘟 于 ， 冯 请问 样 尊 并 的 两 叶片 ， 使 截 口 变 尺 地 连接 起 来 使 得 
各 押 求 的 有 Riemann 面 ， 

3，【 解 】 

忆 训 站 yYKDBCKH 有 涌 数 % = (s+ 二 的 反 太 鸭 数 为 


网 ( 仍 用 > 表示 函数 ) ， 

我 们 取 去 掉 了 线段 [一 1, 了 的 x 平面 来 作为 区 战 Dk。 设 矿 () 与 

记 (%) 分 别 是 这 个 函数 的 把 D, 映 射 到 单位 图 城内 部 的 与 把 PD 映射 到 单 
位 图 域外 部 的 那个 分 枝 ( 见 $6.6-3)， 因 为 (3) 把 线段 [一 1, 二 的 汪 
边 映 射 到 单位 圆周 的 上 闪 部 分 ， 面 f (<) 把 线段 [一 1, 册 的 上 边 映 身 
全 这 个 单位 贺 周 的 上 半 部 分 ， 记 以 ， 我 们 应 当 拒 时 片 D, 中 截 侣 的 下 
边 与 时 咱 D, 中 截 日 的 上 边 互相 连接 起 来 ， 辐 样 ， 应 当 把 Ds 中 截 中 的 
上 过 与 已 中 截 口 的 下 这 互相 连接 起 来 因为 它们 都 被 觅 射 到 单位 贺 


周 的 下 半 部 分 上 上 去 的 。 所 得 到 的 这 两 户 曲 面 就 是 mw = sr vs- 上 的 
Ricmann 出 面 。 它 在 点 x= 土 I 上 面 有 二 和 前 枝 点 ，( 指 导 图 8 .5) 

4* 【 解 】 了 
通 数 xx = sinw 园 半 个 带 域 ， 

[mw > 0， 一 F<Rey< 林 喘 射 起 
上 六 平面 (在 这 里 ,我 们 下 换 了 x 与 四 )， 
这 时 直线 (1) 与 (4) 【〈 见 指导 图 8.6) 
被 映射 成 实 轴 上 的 直线 x 之 一 1 与 x 之 1, 
由 于 Sing 是 一 个 奇 范 数 ,所 以 我 们 有 ， 


这 时 半 带 域 Ima<0， 本 <Rew< 被 


指 民 多 8*5 


一 


映射 到 下 半 平 面 ， 莽 及 直线 (2) 与 053) 对 应 着 同伴 的 西 条 间 比 
* 一 1 号 之 1 ( 电 指 导 图 8: 和 、 因 此， 在 w=Arcsing 的 那些 
分 校 中 ， 有 一 个 分 校 我们 骨 记 (z) 来 表示 它 ) 把 消 着 站 线 {-- cc- 
一 功 导 Cl ec) 彰 开 了 的 那个 < 平面 〈 我 们 把 它 记 作 Po 映射 到 带 形 


G4 一 本 世 Rew 反 二 上 ， 在 这 个 脆 射 下 有 指导 图 88 中 所 指出 的 屠 


2 
些 按 界 的 对 应 关系 。 央 力 
si (wy + Re} = 一 Si 人 条。 


H 导 图 88:6 


记 以 带 域 G4 子 “Rew<< 下 在 函数 w= siny 映射 下 变 成 % 平面 中 


间 样 的 区 域 ， 我 们 把 这 个 区 域 记 作 也 ， 并 出 方 (xz) 来 表示 出 其 道 
菊 射 的 那个 图 数 .Ce 与 DP, 的 边界 的 对 应 关系 已 在 指导 图 8:6 
指明 . 

显然 ， 分 核 六 (2) 是 6) 则 了 的 解 本 开拓， 并 有 在 这 样 的 


开拓 中 ， 遂 数 x= sity 在 直线 Rew = -上 妨 终 是 保持 连续 的 ， 与 
此 和 相应， 我 们 应 当 拒 叶片 PD, 中 与 叶片 DP， 中 截 口 边 上 下 交叉 地 这 
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按 起 来 (4 ) 与 1) 过 接 
在 一 起 。 {3) 与 〈2) 连接 
在 一 起 。 这 性 便 得 到 了 一 个 双 
层 的 曲面 ,这 个 蝗 面 在 %=1 
于 商 有 一 个 二 阶 枝 点 ， 在 耳 线 
(1 cc 的 上 面 有 -条 和 蕉 口 〈 搬 
导 图 8:7) ， 直 于 随 数 % = sihw 
的 周期 性 ， 带 域 G。 与 6; 的 
总 和 也 被 晓 射 到 由 叶片 了 ; 与 
叶片 D， 所 构成 的 同 是 这 样 的 


一 个 带 有 截 口 药 双 层 曲 画 上， 
指导 图 8*7 我 们 应 当 拒 团 才 所 构成 的 这 两 


全 双 夺 曲面 侨 接 起 来 ， 把 叶片 D, 二 D, 中 截 中 的 上 、 下 边 交 又 地 
连接 起 米 ， (4 1 与 (lt 连接 在 -一 起 ， (3,》 与 (2 ) 连接 在 一 


已 - 这 对 应 十 函数 %= sinw 经 过 直线 Rew = 茎 的 连续 开拓 ( 指 


学 图 8 。 这 时 在 点 z= -1 的 上 面 发 生 了 一 个 连接 叶片 D, 与 DD 
入 粹 点 。 把 这 种 构造 法 元 限 地 开拓 下 去 ， 从 基本 的 带 域 C， 出 发 ， 
回 堪 及 阿 右 进展 ， 我 们 重 得 到 了 - … 个 无 限 移 层 的 反正 弦 遂 数 的 
Riemann 唱 考 ， 这 个 曲面 在 点 %= +1 上 面 有 无 数 儿 个 一 脐 枝 点 ， 
企 “= so 点 上 面 有 - :个 对 数 村 点 ， 

我 们 的 这 人 构造 表明 ， 酌 数 z= sinw 作出 一 个 把 整个 有 限 的 
» 平面 映射 到 我 科 这 个 Riemann 项 面 上 来 的 双方 单 值 且 连续 的 映 
时 。 皮 通 数 w=Arcsinz 在 这 个 曲面 上 是 单 值 的 ， 

5.* 【 解 】 

看 玉 在 此 方程 式 中 ， 夺 于 2 的 任何 -- 合 信和 均 有 三 个 值 ， 六 此 

GW 一 中 和 一 昌 

丘 有 二 个 耸 核 ， 设 为 mo Wy。 辆 数 的 杆 点 求法 如 于 ， 


一 本 一 


得 于 在 方程 V1 一 3p 一 所 名 二 售 
中，s 是 » 的 单 值 溺 数 ， 旧 
d% 3 ,， 
TY- DD, 

yw =1, 一 II 都 是 一 阶 零点 ，2 = ce 是 二 阶 极点 ， 从 而 函数 具有 简 
革 校 感 “= 一 1,%= 1 及 二 阶 核 点 z= 00, 对 应 的 加 数值 分 市 是 w=1， 
-1,ceo， 除 此 而 人 外， 对 于 名 的 任 一 值 ，G 2) = 时 三 个 根 古 不 
相等 的 ， 例 如 ， 当 =0 时 ， z=0,w 3; 一 3. 二 此 ，Riemann 则 
面 是 由 三 个 于 片 遍 组 码 的 ， 这 三 个 时 片 均 于 点 “= ee 处 相连 搂 。 其 
中 有 二 时 在 点 z=1 相 注 接 。 有 宇 叶 在 x = -1 相连 接 ， 应 用 解 三 次 

程 移 Cardano 公式 ， 便 可 以 出 Gx,%) = 中 求 出 和 ,和 ,swW 这 
三 个 分 枝 来 ， 它 们 都 基 x 的 畏 数 ， 册 Cardano 公式 
WH=Ve+w sl, y= Rl 

及 条 性 #'v=1, 

现 引 入 辅 肛 范 数 

“= CO0$35 cl1) 


从 而 


= /cos3E + /Cos 一 工 = /cos3t + iv sin:3e, 


= 十 下 = 一 一 ”一 一 
RE 亚 一 


一 CDOS3 一 COS2E 一 = CDS32 -ASin23 
其 中 wsin?3z 设 均 取 正 号 。 则 & 与 + 均 有 二 个 值 ， 根 据 条 御 《+， 
= 1 来 取 # 与 ?+ 的 但， 令 

# = COS + fsSiINE = cost + fsint = ev 

p ~ COSBE ~ jin3E = cost ~ isint = eit, 


这 三 个 分 枝 _ ms 区 便 可 以 用 6 来 表 承 为 ， 


We cosE C2 
Ws = "+e "= E+ 二 e+ 3) 
| 是 “ 号 


mcos 人 一 二 ) (4) 

Eee me 二 =“ ia 是 1 的 立方 根 的 一 个 庶 根 。 应 用 半 
示 式 《1) 的 反 图 数 使 可 以 把 % 平面 映射 到 “ 平面 ， 然 后 应 用 关 
级 (2) ， (3) ， (#4) 全 可 以 把 平面 号 射 到 w 于 面相 继 
实行 跑 壬 的 结果 ， 便 把 x 平面 映射 到 w 平面 { 见 指 导 图 8:8) ， 
此 中 展 其 于 分 枝 wr 订 把 x 平面 映射 到 ww 平面 区 域 [。z 平面 的 
二 羊 平 面 弯 为 二 ,下 学 平面 变 为 1 ;借助 于 w,, 本 把 < 平面 觅 射 
为 下 3 把 = 平面 贞 射 海 间 , 对 应 于 枝 眠 %= 革 和 = 一 1 分 枝 vw,， 
ws 下 这 种 所 上 相等， 对 应 于 枝 点 “= 一 4，w = 一 4, 分 枝 wo。 在 
交 种 点 于 的 伍 相 从， 


ER 


指导 图 88 
我 们 设想 x 所 在 Riemann 曲面 是 由 于 个 时 片 及 及 及 :所 组 成 ， 
2 企及) 及 2 玉 上 上 的 后 分 别 和 如 所 在 的 区 域 [, ,页 相对 应 ， 当 
sR 的 荣 一 点 起 ， 语 着 围绕 校 点 z= 一 开 的 闭路 的 正 疝 移 动 时 ， 
机 Riemann 则 面 的 三 个 叶片 上 使 由 及 进入 及 ， 此 时 ， 就 
HL 进入 下。 但 永远 不 退 过 下 ， 因 为 下 与 1 在 对 应 点 w=1 有 连接 在 
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一 地， 同样 ， 六 % 由 ;前 一 点 起 ， 沿 着 围绕 枝 点 %=1 的 小 闭 芍 
移动 时 ，w 和 由 1 进入 下 当 x 继续 作 第 二 次 移动 时 ，w 人 恒 同 旬 它 
在 工 的 起 始 位 置 . 在 这 个 夸 点 邻 域 内 ， < 不 可 能 由 有 R: 或 进 
入 Ri, 因为 了 与 开 下 并 不 在 对 应 点 = -1 机 连接。 内 指导 图 8-8CD) 
可 条 ，oib art 这 三 个 分 核 在 核 点 “= ce 是 恒 等 的 。 

我 们 在 实 轩 上 (指导 图 8 8(a)》 由 “= 1 至 +co 由 = 一 上 至 
~ oo， 分 别 庆 为 枝 制 线 上 , 工 ,，L, 与 工 ， 分 别 陨 射 为 c, 与 cz 且 
G1 对 多 = 一 jc 过 凤 =1 沿 二 及 工 把 及 连接 起 来 (如 指 
导 人 网 8 9) ，Ricmanmn 直面 出 此 作成 ， 在 机 两 下 的 任 一 个 连续 井 线 
喘 射 为 平面 的 连续 哩 线 。 例 站 Riemann 曲面 上 以 s=1, ~1 
力 能 点 的 栖 罩 周 ini 贞 射 芭 w 平面 仍 赴 杭 圆 阅 、 设 变 点 “在 
Rj 二 2 开始 济 蛮 动 ， 冉 信 3 了” 的- 人 

PR Ra Ra RR Ry 


站 导 几 8+9 

怖 图 疝 变动 当 % 通过 正 4 辅 时 ， 点 % 仍 在 R， 上 变动 ， 抽 gw 
进入 1; 通过 负 x 轩 时 ， 点 和 出 及 进入 耐 二 下 
过 人 路 了 当 光洁 六 变动 一 周 时 ，x 仍 位 十 RR， 上 ， 设 其 信 置 为 %0*. 
妇 生 % 继续 沿 站 作 第 二 周 的 变动 ， 当 z 通过 正 x 辅 时 ， 点 * 
便 由 上， 进入 R,; 当 x 通过 人 负 x 辅 时 ， 它 仍 位 于 R 上 ， 设 其 
位 置 为 x,“ ,如 果 x 再 继续 沿 4 作 第 三 周 的 变动 。 当 ” 通过 正 x 
锁 时 ， 点 % 用 进入 RR， 当 过 负 x 轴 时 ， 点 2 便 由 六 ， 进 
入 及 ， 府 间 到 开始 的 位 置 x6。 


第 九 章 ” 复 变 函 数论 在 流体 力学 上 的 应 用 


同 其 他 数学 学 科 一 样 ， 复 变 画 数论 这 门 掌 符 不 仅 在 数学 领域 内 
有 其 重要 永 用 ， 而 且 在 数学 领域 之 外 的 诸如 流体 力学 、 弹 性 力学 、 
天 体 石 学 、 热 力学、 电磁 学 、 理 论 物 理 等 等 理论 利 技术 领域 早 都 有 
着 较为 广泛 的 应 用 ， 

本 章 仅 就 复 变 图 数 在 疲 体力 学 了 的 应 用 作 枢 为 峙 打 的 论述 ， 有 
兴 赵 的 读者 可 阅读 专门 的 书籍 ， 

由 复数 的 几何 意义 知道 ， 复 数 表 未 着 平面 涉 的 点 。 因 此 ， 当 数 
尝 的 或 物理 的 问题 可 以 由 两 个 让 由 度 来 缚 划 时 ， 原 贴 上 都 可 以 用 复 
屋 曾 数 作 为 工具 来 解 炎 ， 

一 般 来 说 ， 实 际 的 问题 ， 常 常 不 是 只 用 两 个 自由 度 就 龙 刻 划 得 
工 的 ， 人 鲁 如 ， 汽 车 、 船 船 、 飞 机 在 空气 或 水 里 运动 时 ， 以 及 空气 ， 
水 线 着 高 山 、 埋 出 等 障碍 物流 动 等 等 ， 这 些 问题 都 荐 流体 力学 中 的 
问题 ， 由 于 客观 实际 的 复杂 性 ， 因 而 使 它们 安 成 较 复 杂 的 研究 课 
题 。 月 然 ， 归 和 想 较 糙 确 纪 刻 划 这 些 问题 ， 只 靠 两 个 自由 度 是 不 饮 
的 ， 然而， 有 时 在 一 让 条 件 下 ， 我 们 可 以 将 它们 近似 二 简化 力 “ 平 
面 问 题 ”， 这 样 就 可 使 用 复 变 函数 这 个 工具 了 ， 

本 章 将 涉及 的 流 体 场 是 一 种 席 谓 不 可 压 峭 的 、 藉 源 的 、 恋 放 
的 、 稳 定 的 平面 的 流动 ， 


9"1 不 可 压缩 、 无 源 、 无 施 、 稳 定 的 平面 流动 


不 可 压缩 性 流体 的 蜜 诬 不 随 讨 力 的 改变 而 改变 的 性 质 称 做 不 
冲压 缩 性 ， 一般 准 讲 ， 液 栖 都 是 不 可 压缩 的 。 对 于 空气 来 说 ， 如 果 
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空气 拘 流 带 不 焉 这 音速 50330 来 / 如) 的 0.6 企 0 8 第 时 ， 岂 可 将 它 看 
作 古 厅 可 正 引 i 提 

万 源 (或 大 波源 时 ) ， 设 2 汶 流 蛋 的 逐 虐 。 请 度 场 诈 后 和 = 尖 

Fine 7 二 城 ) 的 发 散 最 { 虑 简称 散 晤 ) 。 记 为 divr。 

开间 So 外 如 里 diyr 0 网 称 名 为 泉 源 ; 如 最 dv .人 9 则 
称 % 为 泉 汇 。 办 湿 汪 果 泪 统称 为 流 源 ， 

玉 玉 一 个 区 域 人 没有 流 刘 (divz = 人、 就 称 这 区域 基 无 源 的 或 
无 流产 ) 。 

无 旋 速度 场 在 局 % =x+icEC (区 域 ) 处 的 旋 量 (或 旋转 
量 ) 记 为 roty, 站点 加 = 二 处 吉 果 rotv 硅 8 刑 称 ss， 为 一 个 
沁 旋 ， 

如果 一 个 区 域 G 内 没 行 油 旋 Crot = 们 ,成 称 访 区域 是 无 旋 的 ， 

稳定 的 ” 妆 流 体 疹 点 的 速度 不 随时 
同 的 束 亡 而 政变 时 ， 则 称 该 流体 有 的 注 动 
| 

面 流动 ”如 果 流 体 在 慰 直 于 某 平 

面 i 的 每 一 条 直线 上 ， 和 爸 成 的 速度 拘 
相间 艾 即 在 平行 于 某 一 胃 年 平面 吨 
的 所 有 平面 上 ， 流 性 流动 的 情况 完全 相 
同 。 (图 9.1) ， 则 称 该 流体 的 流动 为 平 
面 流动 ， 队 9:1 


S92 解析 丽 数 在 流体 力学 上 的 意 浆 


描述 不 可 此 编 、 匹 源 、 雹 施 、 稳 定 的 平面 沉 动 的 解析 图 数 
2 = 9)) + i x, 1) 
黎 为 复 势 5 或 流动 的 转 征 函数 ) ;其 中 2, 力 称 为 势 〈 位 ) 量 数 ， 
gex, 站 种 为 流 范 数 ， 线 族 oo 人 =C 7 党 监 ) 称 为 等 势 〈 位 ) 线 ， 
Jw, 7) = 《第 狐 ) 各国 流 线 ， 在 斑 线 的 这 一 点 处 哆 切线 怡 寻 和 
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该 眠 外 速度 的 万 加 “下 ， 思 此 在 刻 划 流体 前 运动 状况 叶 ， 必 须 先 夯 
岂 流 线 。 
该 v=v, + ity,， 为 简单 闭 有 曲线 * ， 称 数值 


r= dx + ody 
为 ?了 沾 册 线 上 上 的 环 量 ， 称 数值 
Y= j dy rd 
为 ! 道 过 有 曲线“ 的 流量 ， 我 们 把 + 10 称 为 环流 量 . 
今 设 二 7 ，- -0 ， 呈 和 在 区 域 G 内 均 为 连续 函数 ， 则 在 


不 可 奈 六 、 光 源 、 无 旋 、 禾 定 的 平 醒 流动 中 ， 函 数 
区 (多 = pNP) ti gEG 
为 一 复 势 。 披 中 


gx) = | )) td + vydy (1Y 
x = 7) pedy — yydx C2) 
上 事实 上 ， 山 可 汶 无 源 的 ， 故 有 
过 ivrr = ae | = = 从. (3) 
由 于 G 为 无 诈 的 ， 战 有 
frotr = Sy 一 3 = 从 《二 


所 以 (1》 司 (2) 这 两 个 瘟 线 积分 ， 都 与 积分 路 匹 关 ， 由 曲线 积 
分 的 性 质 有 有 
dv = td + yydy, 


可 坟 一 艇 弧 ， 


-一 


六 二 和 (5) 
由 此 可 香 
op _ oF 0 __Y 


CN 


Ox dy ” 8 dx 


青 由 记 设 tz.、z; 关 填 x、3 的 四 个 偏 导数 都 在 6 内 连续 可 入 四 玉 
关于 x,， J 的 四 个 偏 导数 都 在 C 内 连续 。 因 此 g(2) 为 5 内 的 解析 
鹃 数 ， 

(1) 容易 抑 到 流动 的 连 度 ， 同 复 势 S6z) 的 关系 是 


2 {(%) 二 了 二 和 二 1 SEG (6) 
事实 上 ， 册 (5) 式 知 
3p 36 
Bx Be 
出 
To de 
8 (%) ox " av 
一 了 ipy 
= 和 fy 


= 


(2) 我 们 把 毅 数 了 =z, 一 it， 称 为 复 速度 ， 则 


F 二 《多 。 《77 
(3 ) 流体 通过 曲线 上 的 环流 量 为 
T+ iQ= Jrds, (8) 


下 例题 均 在 39:2 的 条 件 下 讨论 ， 
[ 例 1]】 二 有 一 平面 稳定 流动 的 揽 势 为 
(SE) 一 所 
试 求 流 体 在 任意 一 点 的 速度 、 势 {位 ) 国 数 、 流 阔 数 及 流体 流动 的 
状 癌 . 
【 解 ] 由 (6 ) 得 流体 在 任意 一 点 x 的 速度 


pz) = g(x)=1 


位 前 数 p(x,7) :Rerg(z)] = x 
流通 数 f(x,7) = Tm [Cg (2)] = 


为 了 研究 流体 流动 的 状况 ， 需 先 西 出 流 线 


= 
(图 9 ，2) 


图 9.2 
试 求 流 体 流动 的 状况 ， 
【 解 ]】 流 线 为 

ky =C, 
时 

y= 

( 疼 9 ，3)} 

又 在 流 线 上 任 党 一 点 % 的 速度 

v(%) =g'(%) = 
所 以 在 % 点 速 度 的 大 小 等 于 向 
量 叱 的 模 上 ， 速 度 的 方向 与 


问 量 姨 的 方 同 相同 从 右 指 向 堪 ， 
度 上 从 平面 的 右 山 和 启 左 侦 流 动 ， 


328 一 


因而 在 流 线 上 任意 一 点 % 处 的 
速度 v(x) =1, 所 以 在 x 点 
速度 的 大 小 等 于 向 量 0.4 的 模 
速记 的 方向 与 向 量 64 的 方向 
幅 同 。 由 于 0 有 4 为 实 轴 上 芍 单 
位 向 时 ， 所 以 得 类 流体 流动 前 
状况 是 以 等 速度 1 (单位 》 从 
平面 的 左 便 疝 右 侧 流动 ， 

【 例 2 】 聘 有 一 平面 稳定 
流动 的 复 势 为 

E(w) = 《天 < 0) 


} 


图 9'3 


折 此 得 序 流 体 流 盐 的 状况 是 尽 等 速 


[ 例 51 说 一 平面 稳定 旋 动 的 复 势 汶 oy 
{gS) = 
试 求 流 栖 流动 的 状 涪 ， 
【和 解 ] 流 线 为 
2x = 
即 
AM 三 人 
(图 9 4》 
又 在 流 线 上 任意 - :点 汪 处 的 
速度 为 
v(%) = (2) = 0. 
所 以 在 名 加 成 速度 的 大 小 等 了 
向 量 D4 的 模 |2%| = 2 |s , 速度 的 方向 与 04 的 方 钢 相同 {图 8.4) 
为 从 宝 贺 的 上 上、 下方 站 近 实 轴 ， 由 此 得 知 流 栖 流动 的 状 遇 是 流体 分 
别 从 平面 上 下 两 方 用 相同 的 速度 流动 、 而 在 实 轴 相遇 ， 并 在 实 输 附 
这 向 志 右 两 方 发 散 ， 在 点 > 速度 的 弧 对 值 配 到 原点 的 距离 成 上 比 
便 ， 原 点 是 个 临界 点 ， 在 此 处 的 速度 等 于 等 ， 
[ 例 41 弃 一 平面 稳定 流 4 
动 的 复 势 为 4Y 2 
(2%) =alogs (2 0)., “ 
试 求 流 体 流动 的 状况 。 
【 解 】 流 线 为 WA 
$= a=t, 人 
其 中 他 = argxw, 轩 
8=C 
( 峰 9.，5} 
叉 在 流 线 上 任意 一 点 “处 的 速度 .图 9:5 


(x) = 2 (2) = 


这 


ed 
避 
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一， 而 4 之 0， 记 以 -和 的 方向 与 -二 的 方向 相间 评 邯 


旧名 易 另 由 . 


与 9x 的 方向 相同 。 记 以 在 任意 一 点 :处 的 速度 方向 为 玫 的 方向 。 于 
是 流 迟 流动 的 状况 是 由 原点 发 出 的 沿 着 备 个 方向 的 射线 运动 。 原 点 
是 一 个 流 源 ， 点 % 处 的 速度 的 绝对 值 与 4 成 正弦 ， 与 该 点 到 原点 
中 下 离 成 反 册 。 
[人 纲 5] 设 有 一 流体 的 流动 状况 为 ， 以 等 速 从 平面 的 右 储 向 
左 侧 流动 (图 9 .3 ) ， 试 求 刻 划 该 流动 的 复 势 。 
[ 解 】 设 志 求 复 势 为 gt%x), 则 央 
p=g'(%) 一 大 
所 以 
F(R = Fy 
义 因 流 体 是 从 平面 的 右 蚀 岛 左 缸 流 动 ， 所 以 流体 在 任意 一 点 的 速度 
4 一 0 于 是 下 = 大 故 得 
《5)》 = Re (E00), 


$9.3 关于 飞机 愤 升 力 的 计算 


我 们 都 若 道 ， 飞 机 之 所 以 能 在 天 空中 飞 和 有 有， 主要 是 出 于 室 气 对 
本 右 有 一 神 升力 ， 周 些 ， 计 算 升 力 对 于 研究 飞机 的 飞行 无 疑 是 重 棋 
的 ， 旺 然 ， 飞 本 的 飞行 问题 不 是 一 个 平面 问题 ， 荆 究 、 计 算 升 力 问 
题 ， 和 通常 是 采用 多 次 实验 的 办 法 。 然 而 ， 也 可 以 用 与 实验 配合 将 问 
题 化 为 平面 问题 的 办 法 来 处 理 ， 

凋 先 ， 假 催 飞 机 是 以 勾 媚 运 动 的 。 共 次 ， 我 们 将 从 标 系 取 在 飞 
机 上 ， 这 样 ， 对 于 仅 标 系 面 言 ， 飞 机 是 议 止 的 而 空气 是 迎 着 飞机 而 
流动 的 。 二 是 离 飞机 很 远 的 地 方 的 空气 的 速度 可 以 看 成 是 不 变 的 ， 
最后， 我 们 俱 想 机 费 很 长 ， 因 此 垂直 机 村 的 诸 平行 亚 面 与 机 枝 相 交 
的 诸 截面 ‘通常 叫做 机 村 前面) ， 可 以 看 成 是 全 等 的 ， 并 且 在 每 ~- 
个 答 直 机 查 的 平面 上 ， 空 气流 动 的 情形 也 可 以 看 成 是 相亲 的 (自然 ， 
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在 离 机 身 或 回 端 很 过 的 平面 上 水 能 这 样 考虑 ) ， 这 样 一 来 ， 就 将 飞 
机 飞行 的 问题 近似 地 变 成 了 “平面 流动 ”前 问题 ， 
设 流体 环绕 着 某 一 边 窒 为 简单 闭 曲线 的 平面 物体 流动 ” 机 
里 削 面 的 边界 为 此 特殊 情形 ) 。 在 曲线 C 上 正 力 $ 的 方向 洪 着 法 
线 向 内 ， 因 此 作用 在 C 上 的 线 元 素 ( 微 元 ) dx 上 的 力 等 于 
站 
则 作用 于 曲线 C 上 的 全 部 力 卫 为 
p= |pids 
再 由 平年 稳定 流动 区 域 中 的 伯 努 里 公式 
= 4 
(其 中 ，p 为 任意 一 点 x 处 的 压力 ，， 为 流体 在 点 x 处 的 流速 ， 
P 为 流体 密度 ， 刀 为 常数 ) 得 
P= Jpid= | 4ids -| lel dx = 一 外 8] 多。 
这 个 二 即 为 所 求 的 升力 ， 其 中 积分 路 线 的 方向 是 使 机 可 章 曾 在 其 左 
放 。 由 村 5 即 流 线 ， 记 以 知道 流速 的 方向 是 与 曲线 上 的 切线 方向 相 
同 的 ， 
如 果 仙 (2%) 为 揽 速 度 ，t= | 圳 后 加 =ed 则 


i = et 一 P(e 《 因 了 (xz) = ¥) 


P= - | CF (Cs) ed 


= 一 G:CF Cw) yee 


-SPO 
七， 


* 作 平 而 稳定、 无 控 。 光 这 的 流动 ， 
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89.4 呈 域 十 的 Dirichliet 问题 


我 们 要 求 出 一 个 在 区 域内 调和 且 在 6G 上 连续 的 阔 数 x(x2), 售 
它 在 6 的 边界 上 到 已 经 络 定 的 连续 值 x (6)， 

在 物理 学 中 ， 当 一 个 区 域 边 界 上 的 流速 或 者 势能 已 经 知道 时 ， 
可 求 出 这 个 区 城内 的 流 场 的 速度 或 静电 场 的 势能 , 这 便 是 Dirichlet 
问题 . 

当 区 域 G 是 一 个 图 域 B{x: |]%] < 之 RY 时， 这 个 问题 的 解 就 是 
Poisson 积分 所 给 出 的 函数 


中 本 


RI—rr 
“(A%) ORR rr DD) 
其 中 “=yxrea 时 贺 域 B: [x| 一 及 内 任 一 点 ， 
= Re"， #2n, 是 圆周 C: 六 = RE 的 点 ，#(%) 是 给 十 的 
圆周 CC: | = 及 上 的 连续 函数 ， 
{证 明 】 首先 证 明 #(%) 在 |x 1 之 R 内 调和 ， 


由 于 
LR 
R:— arReos{(d—-0)+r ~ 一 现 
_ 1 Ets 1 (E12 _ ) 
2\ ES-% 1) FE 一 现 
lf St% 0 SFY (和 
3( 二 一 到 2 Ke 一 w 
id = .全 
所 以 有 


1 六 = 1 上 十 
去 | Rg | A Cs) 加 
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因而 


下 下 


i RR- ag 
站 二 | sr Reos{H — py 十 六 


是 廿 数 
f(%) = 7 | (0) ( 2 A 
的 实 部 ，、 而 函数 
f(x) = al | ts | | 
二 a 


括号 内 的 积分 都 是 Cauchy 殊 租 分 (第 三 章 习 题 9)， 丙 以 ft%}) 在 
Iz| :RR 是 解析 函数 。 根 据 定理 1 ， 故 得 证 #(x) 在 |%| < 是 调和 
函数 ， 
其 次 证 角 x(z) 在 “| = 上 取 值 为 < 人 2)， 
在 六 = 及 上 任 取 一 点 名 = 有 Re 去 证 明 
tm wery =n) Cs <AR), 


中- 
或 者 去 证 明 
lim (se) ~ (Cd) = 0. 
首先 应 用 Poisson 积分 公式 ， 当 一 个 调和 函数 在 闭 加. 上 恒 为 
1 时， 有 有 


! -去 | 二 = Td 
因此 
2 
0) = | ee 
| 
于 是 有 
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0 一 于 ue) bs) Ri Ro ; i 
(2) 
对 于 阅 周 《: | = 及 上 的 点 马 赵 于 点 名 = 有 Re 有 时， 由 于 #(8) 在 
| = 及 土 连续 ， 因 此 对 任意 的 上 > 存在 6> 饭 当 旧 -日 一 2 时 
[#5) — #{C)! 一 
从 而 得 
去 CCD -CDI CB +) a0 
| 2 ,有 一 2Rreosth— ww} +r 


M0 十 2 
Rr | | 
27 Ri:— SRreos 【人 一 op》 十 区 
8 一 站 
站 十 = 可 R 
~ 电 — 
~ Dx | R: ~ 2Rreos (0 - -0 1 mde 


| Rr dj =e (3) 
< R:— Rrcos( — - 的) 十 


对 于 圆 城 : |x |<-R 内 的 点 %=rer* 趋 了 点 -= 及 ec 时 ， 对 于 送 
合作 一 全 6， 得 - 乓 25 的 gp 与 8 有 不 等 式 
0-gl -0 - | -p26-6=6 
因此 cos (8 一 ww) 所 c0s6, 以 而 有 


Ri:~ 2Rreost0— 0) +ri2R:— 32Rrcos6t+ >ARrsin’s 
令 2 
A 4Rrsin:?, MM -| EY wd) a8, 
和 
因此 得 到 


一 一 一 一 一 一 


| 2r 4R - ~ 2Rrcos (0— po) +r: 
当 fr 王 了 时， 上 式 右 端 趋 于 6， 即 对 任意 c 汪 0, 有 焉 数 p 放 0 使 当 


R: pi | HE) — HC 加 6 远 Ri) 
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只 一 站 二 人 KY 


CR pe (4) 


于 是 对 于 图 域 | %| 委员 内 的 任意 一 点 %= Fe， 可 上 时。 出 
‘3 ) 式 与 4) 式 可 看 到 具 鉴 满足 不 每 碟 及 一 P- k， | 如 一 6 
< 奈 有 有 


Ri:~—r: | 
Cx (5) 一 #0) 有 一 oRrceos{t0— w) 十 一 


Ry ~ 
=- 


Bl+28 


_, 2 
i Ca) -wx 二 Rs 


“dp 
R: — 2Rreos(H— wo) +r: ” | 
1 po pe 有 _ 六 四 | | 
十 Bi | CH A) R:— 2Rrcos(0— wo) + 《 


| 
让 让 二 


1 ee 
由 的 任意 性 ， (2 ) 式 得 证 。 


本 题 (9:1) 
1. 试 求 以 二 于 为 速度 的 流体 沿 1%-1| =1， 1xt1 1 用 


x] = 3 的 环 量 与 流量 , Fi 
2， 试 求 1= -二 -这 的 流体 沿 5 的 环 量 与 流量 ， 其 中 ， C 


为 :| 中 =R+l, R20, 
3， 设 一 流体 流动 的 复 势 的 位 国 数 fx 门 =%+1， 试 求 复 势 
gfxs) = p(x) + 地 (x,), 使 其 满足 5( 一 1) = 0，。 并 求 流体 流动 的 


状 深 ， 


人 


一 、 内 容 与 要 求 


复 变 哆 数论 在 多 秆 学 科 里 都 有 应 用 。 本 章 仅 就 它 在 流 蛋 力学 中 
的 应 用 作 了 要 简单 的 介绍 。 

言 先 ， 我 们 要 允 道 ， 用 复 变通 数 的 理论 雇 能 处 理 的 凯 题 只 能 古 
“平面 问题 ”。 本 章 所 涉及 的 是 所 请 不 可 压缩 的 、 无 源 的 ,无 旋 
的 、 稳 和 定 的 平面 流动 ， 

其 次 ， 絮 弄 清 “不 可 正 绽 ”、“ 无 源 ”、“ 无 旋 ” 、“ 稳 定 的 
平面 流动 ”的 会 义 ， 

二 后 ， 要 记 住 “ 环 量 、“ 流 量 ”、“ 复 势 ”、“ 复 速度 的 
定义 及 它 信 的 计算 ， 还 要 记 住 复 速度 与 复 势 之 河 的 关系 及 复 速度 与 
速度 间 的 关系 ， 


二 、 习 题解 答 
1、【 解 ] 
内 (8) (39'2), 沿 lw 一 1| =1 的 环流 二 为 
1 
F+ioa | yx= | -二 二 


和 Test rr-]l=]i 


=2ri:Res( 4 I ,1) 


2 in GD 二 | 
= i, 
所 城 ， 了 = 由 0Q=x, 
尖 名 +1 =1 的 环流 址 为 
T+riQ= | 5dx= 二 ds 


旺 呈 上 | 一 | ' 琴 二]| 一 | 


和 


一 oxi: Res (zi YY 1) 


=2ri |lim (s+ 1) 1 | 
一 一 上 


。 入 一 二 
= nf, 
所 过， i=0, QO= ~ x, 
沿 |%| = 3 的 环流 量 为 
T+i0= | pd 
| 村 | 一 了 
站 1 
=- 一 人 


所 过， T=Q=0, 
2。 【和 解 】 
内 (8) 《S9 .2) 得 


有 | 
rrio=| pzz= | rd 


i ‘ 


= 271- CRes (F, ER) +Resty, — RYyY 


Rest¥, RY = 1im A [eR | 


至 一 用 闻 CC— RY): 


一 5 一 


Rests, -Riim_ 


st ds | (wu RY): 
BR 
#4R* " 
所 以 
rriQ=|sdz=0 
ce 
于 是 
=Q=0, 
3. 天 解 ] 
出 近 .一 及 .方程 
gp el 
Bx ay 
得 
Pex, = + D(X), 
也 
Ge _ Ou 、 j 
-ay 0 = -a 万 (wx 
由 此 得 
Diy = 
拨 以 


LT) 三 全 (xs HY, 放 
= 《w+T) ti(y+e) 
因 带 2( 一 1)=0, 即 
gt—1)= (1+1) t+ = 0, 
所 忌 =0, 于 是 所 求 的 复 势 为 
St) = {x 十 二) + 
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im BR) 


二 名 十 1， 
为 说 明 这 一 流动 状况 ， 先 本 出 流 线 
= 坟 《常数 ) ， 
(图 9-2) 。 因 在 流 线 上 每 点 x 的 速度 
vy £'(%) =1, 
病 雇 与 忆 1 一 样 ， 流 体 流 动 欧 状 癌 是 到 等 速度 工 {单位 } 从 平地 的 
左 俩 问 右 侧 流 动 。 
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